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METODY POSZUKIWANIA EKSTREMUM BEZ OGRANICZE �  
Metoda z
otego podzia
u 

 
Funkcja f(x) jest ci� g
a i posiada w przedziale [a, b] pojedynczy punkt stacjonarny. 
W celu znalezienia podprzedzia
u, w którym le� y ten punkt stacjonarny trzeba 
obliczy�  warto� ci funkcji w dwóch punktach przedzia
u. Utworzenie tylko jednego 
punktu x1 nie pozwala okre� li � , w którym przedziale mie� ci si�  minimum. Dopiero 
po obliczeniu x2 mo� na stwierdzi� , czy minimum znajduje si�  w przedziale [x1, b], 
czy w [a, x2]. 

 
 

Rys. 1  
Jeden z punktów znajduje si�  zawsze wewn� trz nowego przedzia
u, tak wi� c w 
kolejnej iteracji wystarczy wyliczy�  warto��  funkcji w jednym punkcie. Algorytm 
"z
otego podzia
u"  zak
ada, � e wielko��  nowy podprzedzia
ów b� dzie si�  zmniejsza
a 
o pewien sta
y czynnik t . 
 
Za
ó� my, � e w bie�� cym przedziale [a(i),b(i)] zosta
y wyznaczone dwie warto� ci funkcji 
celu w punktach x1

(i) oraz x2
(i) nale�� cych do tego przedzia
u, przy czym x1

(i) < x2
(i). 

Punkty te spe
niaj�  zale� no�� : 
(i) (i)(i) (i)
2 1
(i) (i) (i) (i)

- -x a b x= =
- -b a b a

t  

 
sk� d:     x1

(i) - a(i) = b(i) - x2
(i) . 
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Je� li f(x2
(i)) > f(x1

(i)) wówczas nowy przedzia
 b� dzie : 
 

b(i+1) = x2
(i), 

a(i+1) = a(i) ,  
x2

(i+1) = x1
(i). 

Wyznaczanie warto� ci  t  : 

 
(i+1) (i) (i)(i) (i) (i)
2 1 2
(i) (i)(i) (i) (i) (i)
2 2

- - -x a x a x a= = =
- - -x a x a b a

t  

oraz 
x1

(i) - a(i) = b(i) - a(i) - (x2
(i) - a(i)) . 

 
Wynika st� d, � e 

 
(i) (i)

21
(i) (i)
2

1
1 czyli 1 0

-x a = + = ,      + = .
-x a

t t t
t

� �  

 
Szukana warto��  t   wynosi wi� c : 

 
5 1

0,618
2

= .t
�

�  

Algorytm "z
otego podzia
u" w punktach: 
 
1. je� li   f(x2

(i)) >  f(x1
(i)) , to : 

 
   b(i+1) = x2

(i) , 
   x2

(i+1) = x1
(i) , 

   x1
(i+1) = a(i) + (1 - t ) (b(i+1) - a(i)) . 

 
2. je� li   f(x2

(i)) £  f(x1
(i)) , to : 

 
   a(i+1) = x1

(i) , 
   x1

(i+1) = x2
(i) , 

   x2
(i+1) = b(i) + (1 - t ) (b(i) - a(i+1)) . 

 
Po n - krotnych obliczeniach d
ugo��  przedzia
u redukuje si�  do wielko�ci : 
 
   b(n) - a(n) = [b(1) - a(1)] tn-1 
 
Zalety: 
 
Du� a prostota oraz dobra zbie� no�� . 
 
Wady: 
 
Niewielka szybko��  zbie� no�ci przy du� ej dok
adno�ci. 
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Metoda interpolacji kwadratowej 
 
W otoczeniu minimum badan�  funkcj�  mo� na zast� pi�  wielomianem drugiego stopnia: 
 
1-szy sposób : warto��  funkcji jest wyliczana w trzech kolejnych punktach, przez 

które jest prowadzony wielomian interpolacyjny drugiego stopnia. 
Nast� pnie okre� la si�  minimum tego wielomianu. Nast� pnie punkt 
ten jest wprowadzany zamiast jednego z punktów pocz� tkowych. 
Procedura jest powtarzana do osi� gni� cia  za
o� onej zbie� no� ci. 
Niew
a� ciwa zamiana punktów mo� e doprowadzi�  do braku 
zbie� no� ci.  

2-gi sposób :  najpierw wyznacza si�  przedzia
, w którym znajduje si�  minimum, 
a potem stosuje interpolacj�  kwadratow� . 

 
Za
ó� my, � e znamy warto� ci funkcji w trzech punktach a, b, c:  fa(xa), fb(xb), fc(xc),  przy 
czym xa < xb < xc . 

 

Rys. 2 
Wielomian interpolacyjny jest parabol�  i ma posta�  : 

b c a c a b
a b c

a b a c b a b c c a c b

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
x-x x-x x-x x-x x-x x-x

f x = f + f + f  .
x -x x -x x -x x -x x -x x -x

 

Warunkiem koniecznym istnienia w punkcie xmin ekstremum jest warunek: 

mindla 

( )
0

x=x

f x
=

x
�

�
 

a wi� c: 

 min b c min a c min a b
a b c

a b a c b a b c c a c b

2 ( ) 2 ( ) 2 ( )
0

( )( ) ( )( ) ( )( )
x x +x x x +x x x +x

f + f + f  .
x x x x x x x x x x x x

� � �
�

� � � � � �
 

i : 
2 2 2 2 2 2
b c a c a b a b c

min
b c a c a b a b c

( ) ( ) ( )1
2 ( ) ( ) ( )

x -x f + x -x f + x -x f
x =  .

x -x f + x -x f + x -x f
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Inna posta�  wzoru (zaproponowana przez Daviesa, Swanna i Campeya): 

c a
m b

c b a2
f fL

x =x  ,
f 2f + f

�
�

�
 

pod warunkiem zachowania równych odleg
o�ci L pomi� dzy bie�� cymi punktami 
xa, xb, xc. 
 

Metoda interpolacji sze� ciennej 
 
Metoda najefektywniejsza, jednak wymagana jest znajomo��  pochodnej kierunkowej. 
Stosowana jest we wszystkich metodach gradientowych. Przebieg warto�ci funkcji 
aproksymujemy krzyw�  trzeciego stopnia. 
 

 

Rys. 3. 
Wspó
czynniki a,b,c,r wyznaczane s�  z uk
adu czterech równa� : 

Ya = a xa
3 + b xa

2 + c xa + r 
Yb = a xb

3 + b xb
2 + c xb + r 

Pa = 3a xa
2 + 2b xa + c 

Pb = 3a xb
2 + 2b xb + c 

Poszukiwana warto��  minimum xmin: 

2
2

min

2 4 12
, gdzie: 4 12 0.

6
b b ac

x b ac
a

� � �
� � �  

Zazwyczaj korzysta si�  z równowa� nej postaci zale� no� ci: 

a b
a b

2
a b

b

b a

min b

,

3 ,

,

,
2

.

b ae x x

Y Y
z P P

e

w z P P

P w z
d e

P P w

x x d

� �

�
� � �

� � �

� �
�

� �

� �
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METODY BEZGRADIENTOWE POSZUKIWANIA EKSTREMUM  
Metoda Hooka-Jeevesa 

 
Punkt minimalny xmin jest granic�  ci� gu x0, x1, x2, ..., gdzie x0 jest punktem 
pocz� tkowym. Wyst� puj�  dwa sposoby poruszania si� : 
 
próbny : badanie zachowania funkcji w pewnym niewielkim obszarze przez 

wykonywanie kroków próbnych wzd
u�  wszystkich kierunków bazy 
ortogonalnej, 

roboczy : przej� cie w okre� lony sposób do nast� pnego obszaru. 
 
Przej� cie do nast� pnego obszaru nast� puje, gdy przynajmniej jeden z kroków etapu 
próbnego by
 pomy� lny, to znaczy nast� pi
o zmniejszenie warto� ci funkcji f(x). W 
przeciwnym wypadku etap próbny jest powtarzany przy zmniejszonym kroku. 
 
a) informacje wej� ciowe 

x0 - punkt startowy 
� 1,� 2,...,� n - baza wektorów ortogonalnych, 

e - pocz� tkowa d
ugo��  kroku, 
�  - wspó
czynnik zmniejszenia kroku,  0 < �  < 1, 
�  - wymagana dok
adno��  oblicze� , 
n - liczba zmiennych niezale� nych. 

Etap próbny: 
 
1�  podstaw j = 1 oraz oblicz warto��  funkcji f(x0) i podstaw pod F0. 
2�  wykonaj krok próbny w kierunku � j :  xj = xj - 1 + e � j oraz oblicz f(xj) i podstaw 

pod F . 
3�  je� eli F < F0 to podstaw F w miejsce F0 i przejd�  do pkt.6. 

  je� eli F 	  F0  to przejd�  do punktu nast� pnego (4� ). 
4�  wykonaj krok próbny w przeciwnym kierunku :  xj = xj - 2e� j, oblicz f(xj) i 

podstaw pod F. 
5�  je� eli krok ten by
 pomy� lny podstaw F w miejsce F0. Je� eli nie, to j = j + 1 i 

wró�  do (2� ). 
6�  zbadaj, czy j = n (wykonano kroki we wszystkich kierunkach bazy ortogonalnej). 

  Je� li nie, to  j = j + 1  i wró�  do (2� ).  Je� eli tak, to: 
7�  Zbadaj, czy w wykonanym cyklu wyst� pi
y kroki pomy� lne. Je� eli tak, podstaw 

xj jako punkt bazowy xB i wykonaj etap roboczy. Je� eli nie, to: 
8�  Je� eli nie minimum, to: przy pierwszej iteracji zmie�  punkt startowy, a przy 

nast� pnych zmniejsz d
ugo��  kroku i wró�  do poprzedniego punktu bazowego i 
do (1� ). 

 
Etap roboczy: 
 
1�  wykonaj krok roboczy :  x0 = xB + (xB - xB0) = 2 xB - xB0 . 
2�  podstaw xB w miejsce xB0 i wró�  do etapu próbnego. 
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Schemat dzia
ania opisanego algorytmu: 
 
 

 
 

1 - start 
4 - etap próbny (xB) 
5 - etap roboczy 
8 - etap próbny 
9 - etap roboczy 
13 - nie jest spe
niony warunek (7� ), 
       powrót do 8, zmniejszenie e. 

 
 
 
 
 
Kryterium zbie� no� ci : aktualna d
ugo��  kroku e < � . 
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Metoda Rosenbrocka 
 

 Metoda ta jest do��  podobna do metody Hooka-Jeevesa, gdy�  równie�  
poszukujemy ekstremum w n wzajemnie ortogonalnych kierunkach. Ró� nica mi� dzy 
tymi metodami polega na tym, i�  tutaj kierunki te nie pozostaj�  sta
e, lecz ulegaj�  
zmianom w wyniku obrotu. Baza wyj� ciowa � 1 .. � n tworzona jest najcz�� ciej z 
wektorów jednostkowych (wersorów) uk
adu wspó
rz� dnych kartezja� skich. Na 
wst� pie wykonuje si�  po jednym kroku o d
ugo� ci e w ka� dym z tych kierunków. Je� li 
w danym kierunku uzyskujemy sukces, to zwi� kszamy d
ugo��  kroku w tym kierunku, 
natomiast w przeciwnym wypadku, d
ugo��  kroku mno� ymy przez wspó
czynnik  -b  z 
przedzia
u (0..1), a wi� c wykonujemy krótszy krok w kierunku przeciwnym do 
danego. Procedura taka jest powtarzana a�  do momentu, gdy wykonanie kroku we 
wszystkich n kierunkach daje efekt niepomy� lny, czyli f(xj) > f(xj-1) dla wszystkich j. 
W tej sytuacji je� eli jest spe
nione kryterium na ekstremum, to procedur�  mo� na uzna�  
za zako� czon� , w przeciwnym wypadku za�  wykonujemy algorytm obrotu 
wspó
rz� dnych i rozpoczynamy jej dzia
anie od pocz� tku.  
 
Kryterium zbie� no� ci tej metody zaproponowane przez Rosenbrocka opiera si�  na 
za
o� eniu, i�  bie�� cy punkt mo� na uzna�  za minimum, je� li w czasie pi� ciu kolejnych 
obrotów wspó
rz� dnych (i wykonaniu kroków we wszystkich ortogonalnych 
kierunkach po ka� dym obrocie) nie wyst� pi
 � aden pomy� lny krok. Jednak w 
realizacjach praktycznych ze wzgl� du na zbytnie przed
u� enie czasu wykonywania 
procedury stosuje si�  zwykle znacznie prostsze kryterium narzucaj� c z góry ilo��  
iteracji. Po wykonaniu tej ilo� ci iteracji porównuje si�  uzyskany wynik z 
oczekiwaniami i ewentualnie przyjmuje now�  warto��  ilo� ci iteracji startuj� c z ostatnio 
wyliczonego punktu. Wspó
czynniki a, b nale� y dobra�  eksperymentalnie; w 
przypadkach rozpatrywanych przez Rosenbrocka jako optymalne warto� ci przyj� to 
a = 3  i  b = 0,5. 
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Oznaczenia:   
 
x0  - punkt startowy, 
� 1.. � n - baza wektorów ortogonalnych (dla dwóch zmiennych n = 2), 
e  - pocz� tkowa d
ugo��  kroku (wektor n-wymiarowy), 
a  - wspó
czynnik korekcyjny zwi� kszaj� cy warto��  kroku (a > 1), 
b  - wspó
czynnik korekcyjny zmniejszaj� cy warto��  kroku (b < 1). 
 
Algorytm:   
 
1) Obliczenie warto� ci funkcji w punkcie startowym i obliczenie warto� ci funkcji 
  f(xj-1+ ej·Sj) dla wszystkich kierunków bazy (j = 1 .. n). 
 
    Gdy f(xj-1 + ej·� j) < f(xj-1) to obliczamy sum�  pomy� lnych kroków : 
  dj = dj-1 + ej, przy czym d0 = 0,  
  przesuni� cie punktu xj = xj-1 + ej·� j oraz  
  zwi� kszamy krok (ej = a·ej).  

W przeciwnym przypadku zmniejszamy krok (ej = -b·ej) oraz podstawiamy xj = xj-1. 

Krok ten jest powtarzany a�  do momentu, gdy dj = 0 dla wszystkich j = 1 .. n.  
Je� eli nast� pi
o to po jego jednokrotnym wykonaniu, to przechodzimy do punktu 2. 
 
2) Zmiana punktu startowego x0 i powtórzenie kroku 1. 
 
W przeciwnym wypadku, je� li minimum nie zosta
o osi� gni� te przechodzimy do 
punktu 3. 
 
3) Wykonanie algorytmu obrotu ortogonalnego uk
adu wspó
rz� dnych �  i powrót do 

wykonywania kroku 1. 
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Algorytm obrotu wspó
rz� dnych:  
 
1) Wyznaczenie uk
adu wektorów: 
    q1 = d1� 1 + d2� 2 + ... + dn� n 
    q2 =____________ d2� 2 + ... + dn� n 
    ................................................ 
    qn =_______________________________ dn� n 
 
2) Ortogonalizacja tego uk
adu przy zastosowaniu procedury Gram-Schmidta 
 

� 	

� 	

1
1 1 1

1

2
2 2 2 1 1 2

2

1

1

,         

...................................................

,
n

n
n n n j j n

nj

�

�

� �

� � �

� � �


�
� q �

�

�
� q q � � �

�

�
� q q � � �

�

 

 
 
1) Podstawienie znalezionego uk
adu wektorów bazy �  w miejsce poprzedniego. 

Warunkiem jednoznaczno� ci przej� cia jest, aby nie zachodzi
o dj = 0 dla 
j = 1 .. n, gdzie dj jest sum�  pomy� lnych kroków wykonanych w j-tym kierunku. 
Spe
nia si�  go poprzez odpowiedni sposób doboru d
ugo� ci kroku oraz 
stosowane kryterium oceny, czy osi� gni� to minimum. 
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Metoda Gaussa-Seidela 
 
 
Minimalizacja funkcji f(x) wzd
u�  ortogonalnej bazy � 1,� 2,� 3,..,� n. Jest to 
minimalizacja funkcji w kierunku. Zbie� no��  metody : 
 
Je� eli funkcja celu f(x) ma posta�  f(x) = 1/2 xT A x  to metoda Gaussa-Seidela 
jest zbie� na do punktu ekstremalnego x* wtedy i tylko wtedy, gdy macierz A jest 
dodatnio okre� lona. 
 
Gradient funkcji:   grad f(x) = A x , st� d przesuni� cie punktu w i-tej iteracji wynosi 
na podstawie warunku koniecznego na istnienie ekstremum w kierunku: 

 � 	T
i i i i 0x l� �� A � . 

Z równania tego otrzymuje si�  � i minimalizuj� ce funkcj�  f(x) w kierunku � i : 

� i =  -ai xi / aii , 

 ai - i-ty wiersz macierzy A, aii - odpowiedni element tej macierzy. 
Warto��  funkcji celu w punkcie xi+1 = xi + � i� i wynosi : 
 

 f(xi+1) = f(xi) + � i� i
TA xi + 1/2  � i

2 aii , a po podstawieniu poprzedniego równania: 

 f(xi+1) = f(xi) - 1/2 � i
2aii . 

 
Oznacza to, � e warto��  funkcji celu b� dzie mala
a w kolejnych iteracjach, gdy�  
aii > 0 dla A dodatnio okre� lonej. 
 
a) informacje wej� ciowe  
 
 x0 - punkt startowy 
� 1,� 2,...,� n - baza wektorów ortogonalnych, 
 e0 - pocz� tkowa d
ugo��  kroku, 
 � j - wymagana dok
adno��  oblicze�  minimum w j-tym kierunku, 
 � 0 - wymagana dok
adno��  oblicze�  globalnego minimum, 
 n - liczba zmiennych niezale� nych. 
 
b) Algorytm oblicze�  
 
1�  dla   j = 1, 2, ..., n  oblicz � j minimalizuj� ce  f(xj - 1 + � j � j) 

  oraz wspó
rz� dne nowego punktu   xj = xj - 1 + � j � j ; 
 
2�  je� eli kryterium zbie� no� ci nie zosta
o spe
nione, podstaw xj w miejsce x0 i wró�  

do (1). 
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Metoda Daviesa, Swanna i Campeya (DSC) 
 
Jest to metoda Gaussa-Seidela uzupe
niona o obrót wspó
rz� dnych.  
 
- wyst� puje zmienna d
ugo��  kroku, powi� kszana dwukrotnie przy krokach 

pomy� lnych, 
- wyznaczanie minimum w kierunku wyst� puje w oparciu o wzór dla interpolacji 

kwadratowej ( w przestrzeni wielowymiarowej po
o� enia x staj�  si�  wektorami x) 
2 2 2 2 2 2
b c a c a b a b c

min
b c a c a b a b c

( ) ( ) ( )1
2 ( ) ( ) ( )

- f + - f + - f
=  .

- f + - f + - f
x x x x x x

x
x x x x x x

 

Algorytm ten ma dobr�  szybko��  zbie� no� ci i jest stosowany we wszystkich 
metodach bezgradientowych. 
 
a) informacje wej� ciowe  
 
 x0 - punkt startowy 
� 1,� 2,...,� n - baza wyj� ciowa utworzona z wektorów ortogonalnych, 
 e - pocz� tkowa d
ugo��  kroku, 
 �  - wymagana dok
adno��  oblicze�  globalnego minimum, 
 n - liczba zmiennych niezale� nych. 
 
b) Algorytm oblicze�  
 
0�  Oblicz F0 = f(x0) 
 
1�  dla   j = 1, 2, ..., n  oblicz � j minimalizuj� ce  f(xj - 1 +  � j � j)  
oraz zbiór       xj = xj - 1 +  � j � j ;  
 
2�  oblicz wektor przesuni��  d = x0 - xn , 
 
3�  je� eli dla j = 1,2,...,n  dj > ej  lub �  < dj < ej  dokonaj obrotu uk
adu 

wspó
rz� dnych i powtórz od kroku (1� ), przy czym : 
 
 je� eli  dk < �  , k Î  [1, n], podstaw dk = 10 
 ,  lub: 
 
 je� eli  �  < dj < ej ,  podstaw ej = �  dj  . 
 
 
Kryterium zbie� no� ci mo� e by�  analogiczne jak w metodzie Gaussa-Seidela. 
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Metoda Powella 
 
Metoda Gaussa-Seidela jest bardzo wolno zbie� na, gdy poziomice funkcji maj�  
kszta
t w� skich, d
ugich dolin. Popraw�  szybko� ci mo� na uzyska�  przez modyfikacj�  
kierunku poszukiwa� . W metodzie DSC wyst� powa
 obrót uk
adu wspó
rz� dnych 
wraz z baz�  ortogonaln� . Powell zaproponowa
, aby do istniej� cej bazy wprowadza�  
na miejsce "starych" kierunków poszukiwa�  nowe, sprz�� one do pozosta
ych. 
 
Dwa kierunki � i oraz  � j s�  wzajemnie sprz�� one wzgl� dem dodatnio okre� lonej 
macierzy A, je� li: 
 

� i  A  � j = 0  dla i �  j . 
 
Kierunki sprz�� one s�  liniowo niezale� ne, co zapewnia jednoznaczno��  
przekszta
cenia bazy kierunków poszukiwa� . 
 
 

I wariant metody Powella (P1). 
 
Procedura iteracyjna ma zbie� no��  II rz� du, je� li pozostaje w mocy nast� puj� ce 
twierdzenie : 
 
 
Tw.I. Je� li � 1, � 2,...,� n s�  wzajemnie sprz�� onymi kierunkami poszukiwa�  
wzgl� dem A, a ponadto stanowi�  baz�  rozpatrywanej przestrzeni, wtedy 
zaczynaj� c w dowolnie wybranym punkcie x0 mo� na wyznaczy�  w sko� czonej 
liczbie kroków minimum formy kwadratowej: 
 

F = a + bT x + 1/2 xT A x 
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Dowód: Dowolny wektor w mo� na wyrazi�  wzorem: 
T

T
1

,   gdzie:  
n

i
i i i

i ii

a a
�

� �
 � Aw
w �

� A�
 

Za
ó� my, � e po p iteracjach osi� gn� li � my punkt xp : 

0

1

p

p i i

i

l
�

� � 
x x �  

to warto��  � p+1 minimalizuj� c�  funkcj�  f(x) wzd
u�  kierunku � p+1 mo� na okre� li �  z 
równania : 

� 	1 1 1 0 1 1

1

0,   a wi� c podstawiaj� c   0
p

T T
p p p i i p p

i

f x x l l� � A � � b� � � � �

�

� � ���� ���� � � � � � �� �� �� �� �� �� �

  

otrzymujemy 

� 	T
1 0 T

1 1T
1 1

,  gdy�  wyra� enie 0 z za
o� enia.p
p p i i

p p

l l
� Ax b

� A �
� A�
�

� �
� �

�
�� �
  

Wynika st� d, � e warto��  � p+1 zale� y jedynie od po
o� enia punktu startowego x0 , 
natomiast sposób przej� cia nie ma � adnego znaczenia. 
Po n iteracjach otrzymuje si� : 

� 	T
0

0 T
1

n
i i

n
i pi n

x� Ax b
x x

� A� ��

�
� � 
 , 

ale na podstawie dwóch pierwszych równa�  wida� , � e jest ono równowa� ne 
równaniu: 
 

xn = x0 -  x0 -  A-1b = - A-1b , 
 
co oznacza, � e osi� gni� te zosta
o szukane ekstremum. 
 
 
Tw.II. Je� eli x0 jest minimum w kierunku �  oraz x1 jest równie�  minimum 
wzd
u�  tego samego kierunku, to kierunek (x1 - x0) 
� cz� cy te dwa minima jest 
sprz�� ony z kierunkiem � . 
 
Dowód:  Z warunku koniecznego na ekstremum w kierunku mamy : 
 

� T (Ax1 + b) = 0  oraz  � T (A x0 + b) = 0 , 
 

� T A (x1 - x0) = 0    (warunek sprz�� enia). 
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a) informacje wej� ciowe  
 
 x0  - punkt startowy 
� 1,� 2,...,� n - baza wyj� ciowa utworzona z wektorów ortogonalnych, 
 e0  - pocz� tkowa d
ugo��  kroku, 
 �   - wymagana dok
adno��  oblicze�  globalnego minimum, 
 n  - liczba zmiennych niezale� nych. 
 
b) Algorytm oblicze�  : 
 
1�  dla  j = 1, 2, ... , n oblicz  � j minimalizuj� ce  f(xj – 1 + � j � j) oraz wspó
rz� dne 
nowego punktu 

xj = xj - 1 +  � j � j , 
 
2�  wyznacz sk
adowe kierunku sprz�� onego w my� l wzoru : 

0
1

0

n
n

n

x x
�

x x�

�
�

�
 

3�  przeprowad�  minimalizacj�   �  wzd
u�  kierunku � n+1 :  f(xn + �  � n+1)  oraz wyznacz 
wspó
rz� dne nowego punktu startowego : 

xn+1 = xn +  �  � n+1   �  x0 . 

4�  dokonaj modyfikacji kierunków poszukiwa�  wg zasady :  r+1 �   r  dla 
r = 1, 2,...,n. 

 
Je� eli nie minimum, powtarzaj od (1� ). 
 
Kryterium zbie � no� ci 
 
1. wykonywa�  procedur�  tak d
ugo, a�  przesuni� cie punktu b� dzie mniejsze ni�  

0.1� 0 (PA), 
2. obliczy�  nowy punkt startowy mno�� c wspó
rz� dne PA przez 10 � 0 , 
3. powtórzy�  procedur�  znajduj� c PB 
4. znale��  minimum funkcji na linii PA - PB �  PC , 
5. zako� czy�  dzia
anie, je� eli � PA - PC�  oraz �  PB - PC�  < 0.1� 0 ,  je� eli nie, to : 
6. wyznaczy�  nowe  � k równe  (PA - PC) / � PA - PC�   i w
� czy�  je do bazy na 

miejsce  � 1 , 
7. wróci�  do pkt 1. 
 
Cz� sto poprzestaje si�  na warunku pkt 1. 
 



 

2011 K.M.Gawrylczyk 

18 Metody optymalizacji ... 
 

 
 
 
 

 
Przebieg algorytmu Powella (P1). 
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II wariant metody Powella (P2) 
 
W metodzie P1 w uk
adach wielowymiarowych mog�  powstawa�  kierunki liniowo 
zale� ne. W metodzie P2 modyfikacja kierunków poszukiwa�  nast� puje dopiero po 
spe
nieniu warunku : 

max 0,8
l

a
D

� , 

gdzie: � max  - maks przesuni� cie wzd
u�  jednego z n kierunków poszukiwa�  � s , 
  �  - wyznacznik macierzy utworzonej z n wektorów  � i , 
  �  - ca
kowite przesuni� cie po dokonaniu kolejnego obiegu. 
 
Je� eli warunek ten nie jest spe
niony, w nowym obiegu obowi� zuj�  poprzednie 
kierunki. 
 
Twierdzenie 3. Je� eli kierunki  � 1,..., � n s�  tak wybrane, � e : 

� i A  � i = 1,  i = 1, 2,...,n 

to wyznacznik macierzy, której kolumnami s�  wektory � i osi� ga warto��  
maksymaln�  wtedy i tylko wtedy, gdy kierunki te s�  wzajemnie sprz�� one. 
 
Dowód:  Je� eli dany jest zbiór kierunków wzajemnie sprz�� onych � 1,� 2,...,� n to 

z definicji : 

� i A � j = � ij , i = 1, 2, ... , n ;   j = 1, 2, ... , n ; 

   gdzie � ij jest delt�  Kroneckera : 

0 dla 

1 dla ij

i j

i j
d

� ���� �� ���
 

Za
ó� my, � e istnieje transformacja wi��� ca {� } z { � } : 

1

n

i ij j

j

U� �
�

� 
  

to z podanej wcze� niej w
asno� ci otrzymujemy : 

1 1 1

n n n

i j ik jl k l ik jk

k l k

U U U U� A� � ��
� � �

� �

 
  

a w szczególno� ci : 

1

1, 1,2,..., .
n

ik ik

k

U U i n
�

� �
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Oznacza to, � e wyznacznik macierzy U nie przewy� sza 1 i jest równy jedno� ci tylko 
wówczas, gdy U jest macierz�  ortogonaln� . A wi� c  � i A � j = � ij , co oznacza, � e 
kierunki  � i s�  wzajemnie sprz�� one. 
 
Kierunki  � 1 ,..., � n nale� y dobiera�  tak, aby wyznacznik macierzy by
 jak najwi� kszy. 
Wyklucza to liniow�  zale� no��  pomi� dzy nowoutworzonymi kierunkami. Ze starej 
bazy usuwa si�  kierunek  � m , wzd
u�  którego nast� puje najwi� ksze przesuni� cie 
punktu. 
 
Za
ó� my, � e xi jest punktem, w którym funkcja f(x) osi� ga minimum w kierunku  � i , 
przy czym: 

 � i A  � i = 1 . 

Przesuni� cie wzd
u�  tego kierunku mo� na wyrazi�  : 

� xi – 1 - xi�  � i  = � i � i , 

gdzie  xi - 1  jest punktem odpowiadaj� cym minimum wzd
u�  kierunku  � i - 1 . 
Po wykonaniu ca
ego obiegu : 
 

xn - x0 =  � 1 � 1 +  � 2 � 2 + ... +  � n � n , 
 
gdzie x0 - punkt startowy, xn - punkt wynikowy po zako� czeniu obiegu. 
 
Zgodnie z zasad�  tworzenia kierunku sprz�� onego : 
 

xn - x0 = �  � n + 1  oraz  � n + 1 A � n + 1 = 1 . 
 
Oznacza to, � e zamiana � i na � n+1 powoduje pomno� enie wyznacznika macierzy 
kierunków przez � i / �  . Wybiera�  trzeba takie � m  , dla którego przesuni� cie  � i  jest 
najwi� ksze. Zamiana ta ma sens tylko dla  � i 	  �  . 
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Informacje wej� ciowe : jak w metodzie P1. 
 
Algorytm oblicze	  : 
 
k = 1 
 
1�  dla j = 1, 2, ... , n  oblicz � j

k minimalizuj� c 
 
   f ( xk

j-1 +  � j
k � j

k )  i okre� l  xk
j =  xk

j-1 +  � j
k � j

k ; 
 
2�  okre� l  � k = � x n

k  - x0
k�     i    � k

n + 1 =  ( x n
k  - x0

k ) / � k 
 
 oblicz  � k

n+1   minimalizuj� ce f ( xk
n +  � n+1

k � k
n+1 )   i  okre� l zbiór 

 
x0

k+1 = xk
n+1 = xk

n +   � k
n+1  �

k
n+1 ;  

 
3�  znajd�    � k

s = max � k
j   dla  j = 1, 2, ... , n  

 

 a. je� eli  � k
s �

k / � k 	  0,8 �  niech � j
k+1 =  � j

k   dla  j �  s,  � s
k+1 =  � n+1

k+1   

      i niech � k+1 =  � k
s �

k / � k  ; 
 

 b. je� eli  � k
s �

k / � k < 0,8  �  niech � j
k+1 =  � j

k  dla j = 1, 2, ... , n   

i  � k+1 = � k . 
 
  Powtórz czynno� ci od kroku 1�  zwi� kszaj� c k = k + 1. 
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Metoda Zangwilla 
 
Metoda ta zosta
a opracowana ze wzgl� du na to, i�  w pewnych przypadkach metoda 
Powella (dok
adniej jej I wariant) nie posiada zbie� no� ci II rz� du. Nale� a
o wówczas 
przed jej rozpocz� ciem dokona�  minimalizacji funkcji wzd
u�  wszystkich kierunków 
ortogonalnej bazy pocz� tkowej. Dodatkowa modyfikacja polega tutaj na 
wprowadzeniu dodatkowego zbioru ortogonalnych kierunków poszukiwa� , który 
pozostaje niezmienny w trakcie poszukiwa�  ekstremum (na wst� pie identycznego ze 
zbiorem wektorów � 1 .. � n). Za ka� dym razem przed wykonaniem pe
nego obiegu 
(takiego jak w metodzie Powella) dokonuje si�  minimalizacji funkcji wzd
u�  
kierunku ct ze wspomnianego zbioru dla warto� ci od t = 1 zmieniaj� c j�  cyklicznie o 
1 co jeden krok. Je� eli efekt jest pomy� lny (czyli przesuni� cie a t jest ró� ne od zera), 
to zostaje wykonany jeden obieg procedury Powella, w przeciwnym przypadku za�  
zast� puje minimalizacja wzd
u�  kolejnego kierunku ct+1. Po n kolejnych 
niepomy� lnych próbach wzd
u�  kierunków c znaleziony punkt jest uznawany za 
minimum. Ta metoda posiada wi� c zbie� no��  II rz� du. Jako kryterium zbie� no� ci 
przyj� to wi� c podobnie jak w metodzie Gaussa-Seidela uznawanie bie�� cego punktu 
za minimum, je� li kolejne przesuni� cia wzd
u�  ortogonalnych kierunków ct dla 
t = 1 .. n s�  mniejsze od z góry za
o� onej dok
adno� ci.  

Oznaczenia:  

x0  -  punkt startowy 
     � 1 .. � n  -  baza wektorów ortogonalnych (wyj� ciowa dla p� tli Powella) 
    c1 .. cn  -  baza wektorów ortogonalnych nie ulegaj� ca zmianie w trakcie 

poszukiwa�  
e  -  pocz� tkowa d
ugo��  kroku  

Algorytm: 

1) Obliczenie l n
0 minimalizuj� cego f(xn

0 + l n
0� n

1) i okre� lenie xn+1
0 = xn

0 + l n
0� n

1  
2) Podstawienie t =1 i rozpocz� cie iteracji k dla k = 1  
3) Obliczenie a minimalizuj� cego f(xn+1

k-1 + act) i ustawienie t = t + 1 (je� eli t < n) 
lub t = 1 (je� eli t = n). 
    a) je� li a jest ró� ne od zera, to wówczas obliczamy x0

k = xn+1
k-1 + act oraz 

przechodzimy do kroku 4 
    b) je� li a =0, powtarzamy krok 3, za�  w przypadku n-krotnego powtórzenia 
uznajemy punkt za minimum. 
4) Dla j =1 .. n obliczamy l j

k minimalizuj� ce f(xj-1
k + l j

k� j
k) oraz okre� lamy 

xj
k = xj-1

k  + l j
k� j

k. Niech:    
1
1

1 1
1

k k
k n n
n k k

n n

�
�

� �
�

�
�

�

x x
�

x x
 

5) Obliczenie l n+1
k minimalizuj� cego f(xn

k + l n+1
k� n+1

k) oraz okre� lamy 
xn+1

k = xn
k + l n+1

k� n+1
k. Modyfikacja kierunków zgodnie z  � j

k+1 = � j+1
k dla j = 1 .. n. 

6) Powtarzamy kroki pocz� wszy od 3 podstawiaj� c k = k+1. 
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Metoda simpleksu Neldera i Meada 
 
 
Metoda ta powsta
a w 1965 roku i jest cz� sto zwana metod�  pe
zaj� cego simpleksu. 

Jest metod�  numeryczn�  s
u�� c�  do minimalizacji funkcji w wielowymiarowej 

przestrzeni. Polega ona na utworzeniu w przestrzeni En+1 n - wymiarowego 

simpleksu o n+1 wierzcho
kach tak, aby mo� na by
o go wpisa�  w powierzchni�  

reprezentuj� c�  badan�  funkcj�  celu. Jednowymiarowym simpleksem jest odcinek o 

dwóch wierzcho
kach, simpleksem dwuwymiarowym jest trójk� t i ogólnie 

simpleksem n - wymiarowym o n+1 wierzcho
kach jest wielo� cian rozpi� ty na n+1 

wektorach bazowych. Wspó
rz� dne punktów simpleksu oznaczono jako xi.  

Na pocz� tku procedury wylicza si�  wspó
rz� dne punktów wierzcho
kowych 

simpleksu xi (dla i = 1, .. ,n+1) przy za
o� eniu pewnej odleg
o� ci mi� dzy tymi 

wierzcho
kami. W nast� pnych iteracjach dokonuje si�  przekszta
ce�  simpleksu tak 

d
ugo, a�  odleg
o��  pomi� dzy jego wierzcho
kami w pobli� u poszukiwanego 

ekstremum b� dzie mniejsza od za
o� onej dok
adno� ci oblicze�  e. To w
a� nie zosta
o 

przyj� te jako kryterium zbie� no� ci dla tej metody.  

Poni� ej opisano jeden z wariantów metody Neldera i Meada.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1 

                                                 
1 opracowano na podstawie www.wikipedia.org 
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Wariant algorytmu Neldera-Meada 

·  1. porz� dkowanie wed
ug warto� ci funkcji w w� z
ach:  

� 	 � 	 � 	 � 	low high low 1 high 1 ... ...     ,i nf f f �� � � � � �x x x x x x x  

 
 

·  2. odbicie: wyznaczamy nowy punkt 

� 	r 0 0 higha� � �x x x x , 

  przy czym x0 jest � rodkiem ci�� ko� ci 
figury, za wyj� tkiem w� z
a xhigh.  

 
  Je� li � 	 � 	 � 	r lowif f f� �x x x , to 

wyznaczamy nowy simpleks z u� yciem xr 
w miejsce xhigh. Idziemy do kroku 1.  

 

·  3. ekspansja: gdy  � 	 � 	r lowf f�x x , wtedy 

obliczamy � 	e 0 0 highg� � �x x x x . 

  Je� li � 	 � 	e rf f�x x  wyznaczamy nowy 
simpleks z u� yciem xe zamiast xhigh oraz 
idziemy do kroku 1. W innym 
przypadku wyznaczamy simpleks 
zawieraj� cy xr w miejsce xhigh, a 
nast� pnie wracamy do kroku 1. 

 

·  4. kontrakcja: gdy � 	 � 	r high,  i if f� �x x x x  

wtedy wyznaczamy � 	c high 0 highr� � �x x x x . 

Je� li � 	 � 	c highf f�x x  wyznaczamy nowy 

simpleks zawieraj� cy xc w miejsce xhigh, po 
czym wracamy do kroku 1. 

W innym wypadku idziemy do kroku 5. 

·  5. zmniejszanie:   dla wierzcho
ków i 
wyznaczamy nowe wspó
rz� dne:  

� 	  !low low ,   gdzie: 2, ... 1i i i ns� � � " �x x x x  

 Idziemy do kroku 1.  
Standardowe warto� ci to: �  = 1, 
  = 2, �  = 1/2, �  = 1/2. 



 

2011 K.M.Gawrylczyk 

26 Metody optymalizacji ... 
 

Uwaga: � ,� ,
  oraz �  s�  odpowiednio wspó
czynnikami odbicia, ekspansji, kontrakcji 
lub zmniejszenia. Ich typowe warto� ci wynosz�  �  = 1, 
  = 2, �  = 1/2 oraz �  = 1/2. 

W przypadku odbicia, je� li xhigh jest wierzcho
kiem o najwi� kszej warto� ci funkcji, 
mo� emy oczekiwa�  znalezienia mniejszej warto� ci po odbiciu tego wierzcho
ka 
wzgl� dem bry
y (powierzchni) uformowanej z pozosta
ych wierzcho
ków. 

Podczas ekspansji, je� li odbity punkt xr jest nowym minimum spo� ród 
wierzcho
ków, to mo� emy spodziewa�  si�  znalezienia interesuj� cych warto� ci na 
linii od xo do xr. 

Odno� nie kontrakcji : je� li f(xr) > f(xi) mo� emy si�  spodziewa� , � e lepsza warto��  
wyst� pi wewn� trz simpleksu uformowanego przez wszystkie wierzcho
ki xi. 

Wybór pocz� tkowego simpleksu jest istotny, poniewa�  zbyt ma
y mo� e powodowa�  
d
ugie lokalne poszukiwanie. 

 
Oznaczenia:  

e - wymagana dok
adno��  oblicze� , 

xhigh - wybrany punkt wierzcho
kowy simpleksu spo� ród n+1 wierzcho
ków xi, w 
którym warto��  badanej funkcji osi� ga maksimum, 

xlow - wybrany punkt wierzcho
kowy simpleksu spo� ród n+1 wierzcho
ków xi, w 
którym warto��  badanej funkcji osi� ga minimum, 

x0 - � rodek symetrii simpleksu z wy
� czeniem punktu xhigh zdefiniowany jako: 

1
0 1 high,   

n

i

i
n

x

n
�

�� �



x x x  

d - pocz� tkowa odleg
o��  pomi� dzy wierzcho
kami wyj� ciowego simpleksu 

�  -  wspó
czynnik odbicia (�  > 0), 


  -  wspó
czynnik kontrakcji (0< 
  <1), 

�  -  wspó
czynnik ekspansji (�  > 1), 

�  - wspó
czynnik zmniejszenia (�  < 1) 

n -  liczba zmiennych niezale� nych.  

Warto� ci wspó
czynników � , � , 
 , �  dobiera si�  w sposób eksperymentalny, cho�  w 
przyk
adach rozpatrywanych przez autorów metody jako optymalne przyj� to 
warto� ci �  = 1, �  = 0,5, �  = 0,5 oraz 
  = 2.  

 


