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Metody optymalizac ... 2

METODY POSZUKIWANIA EKSTREMUM BEZ OGRANICZE
Metoda z otego podzia u

Funkcjaf(x) jest cig a i posiada w przedziala,[b] pojedynczy punkt stacjonarny.

W celu znalezienia podprzedzia u, w ktorymyleten punkt stacjonarny trzeba
obliczy warto ci funkcji w dwdch punktach przedzia u. Utworzemytko jednego
punktux; nie pozwala okréi , w ktorym przedziale miei si minimum. Dopiero
po obliczeniux, mo na stwierdzi, czy minimum znajduje siw przedziale %y, b],
czy W [a, Xg].

minimum

minimum

a X1 X2 b
Rys. 1
Jeden z punktow znajduje skawsze wewrtrz nowego przedziau, tak va w
kolejnej iteracji wystarczy wyliczy warto funkcji w jednym punkcie. Algorytm
"z otego podzia u" zak adae wielko nowy podprzedzia éw hizie si zmniejsza a
0 pewien sta 'y czynnik

Za 6 my, ew bie cym przedzialed"”,0"] zosta y wyznaczone dwie warts funkcji
celu w punktachy” orazx"” nale cych do tego przedziau, przy czyal < x,U.
Punkty te spe niajzale no :

x-al_ B A_,
h0- g0 - - )
sk d: %" - ) = p0 -0
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Metody optymalizac ...

Jeli f(x") > f(x,") woéwczas nowy przedzia bzie :
b = 0,
2D = g0
3D = 0.
Wyznaczanie wart@i ¢ :
D0 P
X5 a(') -4 B-4

oraz o o o
@ - a® = p® - g0 - (x, - &y |
Wynika std, e
M _ L0 1
X;) & - B=¢ czylit™ EO
x5 -a" t

Szukana warto ¢ wynosi wic :

r:\/_STl 0,618
Algorytm "z otego podzia u" w punktach:
1. jel o) > f(x.") , to:
B = 5,0
%MD = x, @

Xl(i+1) = a0 + (1-0) (b(i+1) . a(i)) _

2. jeli foe") £ (") , to:

a(|+1) =X, (0
X (i+1) — = X, (I)

X2(|+1) - b(') + (1-t) (07 - &™) .

Pon - krotnych obliczeniach d ugoprzedzia u redukuje sdo wielko ci :
o7 - o) = o - ] ¢

Zalety:

Du a prostota oraz dobra zbre .

Wady:

Niewielka szybko zbie no ci przy du ej dok adnoci.
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Metody optymalizac ... 4

Metoda interpolacji kwadratowej
W otoczeniu minimum badardunkcj mo na zastpi wielomianem drugiego stopnia:

1-szy sposob : warto funkcji jest wyliczana w trzech kolejnych punktaghnzez
ktore jest prowadzony wielomian interpolacyjny deggp stopnia.
Nast pnie okrela si minimum tego wielomianu. Naginie punkt
ten jest wprowadzany zamiast jednego z punktow pkawych.
Procedura jest powtarzana do gsii cia zaoonej zbieno ci.
Niew a ciwva zamiana punktdw me doprowadzi do braku
zbie no ci.

2-gi sposob : najpierw wyznacza girzedzia , w ktorym znajduje sminimum,
a potem stosuje interpoladfwadratow.

Za 6 my, e znamy wartcaci funkcji w trzech punktach, b, ¢: fi(xJ), fo(Xo), fo(X), przy
CZYyMXa < Xp < Xc .

wielomjan .
interpolacyjny,

X . X
. b xmm )CJ c

Rys. 2
Wielomian interpolacyjny jest parabalma posta:
F0=f XIER) L (XNXY) ¢ (X0 XY
(G-%)(%6-%)  "(%-90%-9  ( %-Q( % -3

Warunkiem koniecznym istnienia w punkeig, ekstremum jest warunek:

f (X)#
X dlax=Xmin

f 2Xmin (Xb+xc)+f 2Xmin (Xa+xc)+f 2Xmin (Xa+xb)
%O %) (% X% N O A R

awi cC:

_106-%) faH(xe-x)) Fit(x5-x) fo
2 (% %) fat (xe-x) Fut(xox ) f

min
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Metody optymalizac... 5

Inna postawzoru (zaproponowana przez Daviesa, Swanna i Cajipe
L f f

— C a

m Xb )
2 of +f,

pod warunkiem zachowania rownych odlegioL pomi dzy bie cymi punktami
Xa %o, Xe-

Metoda interpolacji sze ciennej

Metoda najefektywniejsza, jednak wymagana jestamnaj pochodnej kierunkowe,;.
Stosowana jest we wszystkich metodach gradientowiyckebieg wart@i funkciji
aproksymujemy krzywtrzeciego stopnia.

y

X2 Xoin Yy X
Rys. 3.

Wsp6 czynnikia,b,c,rwyznaczane sz uk adu czterech rowna

Yoz axe +b X2+ CXg+r

Yo=ax +bXx +Cx+r

Pa=3ax’+20x+cC

P,=3ax’+2bx+cC

Poszukiwana warto minimumXmin:

2b +/4b* 12ac
6a

, gdzie:4* 1ac C

Zazwyczaj korzysta siz rownowanej postaci zaleo ci:
e % X
;%% p g
e
w Z PP,

P

|
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Metody optymalizac ... 6

METODY BEZGRADIENTOWE POSZUKIWANIA EKSTREMUM
Metoda Hooka-Jeevesa

Punkt minimalny X, jest granic ci gu Xo, X1, X2, ..., gdzie X, jest punktem
pocz tkowym. Wyst puj dwa sposoby poruszania i

prébny : badanie zachowania funkcji w pewnym nidkune obszarze przez
wykonywanie krokéw probnych wzd uwszystkich kierunkéw bazy
ortogonalnej,

roboczy : przejcie w okrelony sposéb do naginego obszaru.

Przejcie do nastpnego obszaru nagtuje, gdy przynajmniej jeden z krokéw etapu
prébnego by pomyny, to znaczy naspi 0 zmniejszenie wartai funkcji f(x). W
przeciwnym wypadku etap probny jest powtarzany grepiejszonym kroku.

a) informacje wejciowe
Xo - punkt startowy
1, 2. n - baza wektorow ortogonalnych,
e - pocz tkowa d ugo kroku,
- WspO czynnik zmniejszenia kroku, 0 < 1,
- wymagana dok adno oblicze ,
n - liczba zmiennych niezalaych.
Etap probny:

1 podstaw = 1 oraz oblicz warto funkcji f(xp) i podstaw podr,.

2 wykonaj krok prébny w kierunky; : x; =x;.1 + e ; oraz obliczf(x;) i podstaw
podF .

3 Je eli F <Fqto podstawF w miejscef, i przejd do pkt.6.
je eliF Fqy to przejd do punktu naspnego (4).

4 wykonaj krok probny w przeciwnym kierunku x; = x; - 2e ;, oblicz f(x;) i

podstaw podr.

5 je eli krok ten by pomyiny podstawF w miejsceF,. Jeeli nie, toj=j+ 1 i
wré do (2).

6 zbadaj, czy =n (wykonano kroki we wszystkich kierunkach bazy gdoalnej).
Jelinie,toj=j+1 iwrd do (2). Jeelitak, to:

7 Zbadaj, czy w wykonanym cyklu wysti y kroki pomy Ine. Jeeli tak, podstaw
X; jako punkt bazowy® i wykonaj etap roboczy. Jeli nie, to:

8 Jeeli nie minimum, to: przy pierwszej iteracji zmigunkt startowy, a przy
nast pnych zmniejsz d ugo kroku i wré do poprzedniego punktu bazowego i
do (1).

Etap roboczy.
0

1 wykonaj krok roboczy xo =x° + (x® - x®% = 2x® - x®°.
2 podstawx® w miejscex® i wré do etapu prébnego.
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Metody optymalizac ... 7

Schemat dzia ania opisanego algorytmniu

/N

1 - start

4 - etap probny)

5 - etap roboczy

8 - etap probny

9 - etap roboczy

13 - nie jest spe niony warunek |/
powrét do 8, zmniejszenge

Kryterium zbieno ci: aktualna d ugo krokue< .
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Metody optymalizac ... 8

Metoda Rosenbrocka

Metoda ta jest do podobna do metody Hooka-Jeevesa, gdgwnie
poszukujemy ekstremum wwzajemnie ortogonalnych kierunkach. Riza mi dzy
tymi metodami polega na tym, tutaj kierunki te nie pozostajsta e, lecz ulegaj
zmianom w wyniku obrotu. Baza wgjowa ; .. , tworzona jest najczciej z
wektorow jednostkowych (wersoréw) uk adu wspddrzych kartezjaskich. Na
wst pie wykonuje si po jednym kroku o d ugei e w ka dym z tych kierunkow. Jé
w danym kierunku uzyskujemy sukces, to Zgzamy d ugo kroku w tym kierunku,
natomiast w przeciwnym wypadku, d ug&kroku mnoymy przez wspo czynnikb- z
przedziau (0..1), a w¢ wykonujemy krétszy krok w kierunku przeciwnym do
danego. Procedura taka jest powtarzanal@ momentu, gdy wykonanie kroku we
wszystkichn kierunkach daje efekt nieponiyy, czyli f(x;) > f(x;.,) dla wszystkich.
W tej sytuacji jeeli jest spe nione kryterium na ekstremum, to pdgocemo na uzna
za zakoczon, w przecivnym wypadku za wykonujemy algorytm obrotu
wsp6 rz dnych i rozpoczynamy jej dzia anie od paka.

Kryterium zbieno ci tej metody zaproponowane przez Rosenbrocka a@erna
zaoeniu, i bie cy punkt mona uzna za minimum, jeli w czasie piciu kolejnych
obrotéw wsp6 rzdnych (i wykonaniu krokéw we wszystkich ortogonalhy
kierunkach po kadym obrocie) nie wyspi aden pomyny krok. Jednak w
realizacjach praktycznych ze wzdl na zbytnie przed enie czasu wykonywania
procedury stosuje sizwykle znacznie prostsze kryterium narzucag gory ilo
iteracji. Po wykonaniu tej ilai iteracji porownuje si uzyskany wynik z
oczekiwaniami i ewentualnie przyjmuje nowarto ilo ciiteracji startujc z ostatnio
wyliczonego punktu. Wspdé czynnike, b naley dobra eksperymentalnie; w
przypadkach rozpatrywanych przez Rosenbrocka jakgnlne wartoci przyj to
a=3i1b=0,5.
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Oznaczenia;

Xo - punkt startowy,
1.. n - baza wektoréw ortogonalnych (dla dwoch zmiennyeh?),

e - pocztkowa d ugo kroku (wektom-wymiarowy),

a - wspo6 czynnik korekcyjny zwkszaj cy warto  kroku @ > 1),
b - wspo czynnik korekcyjny zmniejszay warto kroku (o < 1).
Algorytm:

1) Obliczenie wartaci funkcji w punkcie startowym i obliczenie wart funkcji
f(x.1+ §-S) dla wszystkich kierunkow bazy< 1 .. n).

Gdyf(xj.1+ g- j) <f(x;.1) to obliczamy sumpomy Inych krokow :
d,=d.; +¢, przy czymd, = O,
przesunicie punktux; = X;.; + - j oraz
zwi kszamy krok ¢ = a-g).
W przeciwnym przypadku zmniejszamy krak< -b-g) oraz podstawiamy; = X;.;.
Krok ten jest powtarzany alo momentu, gdg; = O dla wszystkich =1 ..n.
Je eli nastpi 0 to po jego jednokrotnym wykonaniu, to przechiody do punktu 2.

2) Zmiana punktu startowegg i powtorzenie kroku 1.

W przeciwnym wypadku, j&@ minimum nie zosta o osgni te przechodzimy do

punktu 3.

3) Wykonanie algorytmu obrotu ortogonalnego uk adyp6 rz dnych i powrdét do

wykonywania kroku 1.
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Metody optymalizac... 10

Wykonaj krok w j-tym kierunku i »
ohlicz wspolrzedne nowego punkiu

¥
Oblicz wartos¢ funkeji
w nowym punkeie
¥
Czy krolk byl pomysiny ?
Tak | Nie
Podstaw Fp=F l
¥ Cofnij sie do punkiu
Oblicz sume pomys Inych krokiw poprzedmiego
w j-tym kierunku +
- Zamiejsz dtugosé krokuo
Fwieksz dlugose krokuo &
[
¥
Czywykonano kroki we
wszysikich kiexunlkach ?
Tak Mie
| | o it
Czy we wszystkich kierunkach
krok byl miepomysiny ¥
Tak | Nie
* I
Czy byl to kKrok pierwszy ?
Tak Mie
+ +
Zmien punki stariowy i oblicz Czy spelniony jest
wartosc funkejiw tym punkeie warunek na minimum ?
Tak Mie
[ - j Wylconaj alg
yhona] alg oryim
STOF ohrotuwspilrzednych |
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Metody optymalizac... 11

Algorytm obrotu wspo rz dnych:

1) Wyznaczenie uk adu wektorow:
u=0y 1+dx 2+ ... +ds
0z = d o+ ... +d,

2) Ortogonalizacja tego uk adu przy zastosowanac@dury Gram-Schmidta

1
1 ql 1
[
2
2 q2 q2’ 1 1 2
I
nl
n
v e e
n

1) Podstawienie znalezionego uk adu wektorow bazy miejsce poprzedniego.
Warunkiem jednoznaczno przejcia jest, aby nie zachodziaj=0 dla
j = 1.n, gdzied; jest sum pomy Inych krokow wykonanych v+tym kierunku.
Spenia si go poprzez odpowiedni sposéb doboru d wgokroku oraz
stosowane kryterium oceny, czy agi to minimum.
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Metoda Gaussa-Seidela

Minimalizacja funkcji f(x) wzdu ortogonalnej bazy 4, 5, 3,..,n. Jest to
minimalizacja funkcji w kierunku. Zbiemo metody :

Je eli funkcja celu f(x) ma posta f(x) = 1/2x" Ax to metoda Gaussa-Seidela
jest zbie na do punktu ekstremalnegax” wtedy i tylko wtedy, gdy macierzA jest
dodatnio okre lona.

Gradient funkcji: grad(x) =A x , std przesunicie punktu wi-tej iteracji wynosi
na podstawie warunku koniecznego na istnienie ekatm w kierunku:
TAx [, O.
Z réwnania tego otrzymuje si; minimalizuj ce funkcj f(x) w kierunku ; :
= A x/a,
a - i-ty wiersz macierzy, a; - odpowiedni element tej macierzy.
Warto funkcji celu w punkciei,; =X; + Wynosi :

f(xis1) =f(x) + i ' AX + 1/2 *a; , a po podstawieniu poprzedniego réwnania:

f(Xie1) =f(xi) - 1/2 7y .

Oznacza to, e warto funkcji celu bdzie malaa w kolejnych iteracjach, gdy
a; > 0 dlaA dodatnio okrelonej.

a) informacje wejciowe

Xo - punkt startowy
1 2., n - baza wektoroéw ortogonalnych,
€ - pocz tkowa d ugo kroku,
,- - wymagana dok adno oblicze minimum wj-tym kierunku,
0 - wymagana dok adno oblicze globalnego minimum,
n - liczba zmiennych niezalaych.

b) Algorytm oblicze

1 dla j=1,2,..n oblicz ;minimalizujce f(Xj.1+ j j)
oraz wspo rzdne nowego punktu Xp=Xj-1+ j j;

2 je eli kryterium zbieno ci nie zosta o spe nione, podstayw miejscexy i wro
do (1).
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flx)=const

X ¢ X

flx)=const

2011

K.M.Gawrylczyk



Metody optymalizac... 14

Metoda Daviesa, Swanna i Campeya (DSC)
Jest to metoda Gaussa-Seidela uzupe niona o obpit i dnych.

- wyst puje zmienna dugo kroku, powikszana dwukrotnie przy krokach
pomy Inych,

- wyznhaczanie minimum w kierunku wyguje w oparciu o wzér dla interpolacji
kwadratowej ( w przestrzeni wielowymiarowej pceoiax staj si wektoramix)

_ 1(%-xe) ot (xe- XD (x5 x)F
™2 (XX ) P (XX ) (s x ) L

Algorytm ten ma dobr szybko zbienoci i jest stosowany we wszystkich
metodach bezgradientowych.

a) informacje wejciowe

Xo - punkt startowy
1 2. n - baza wyjciowa utworzona z wektorow ortogonalnych,
e - pocztkowa d ugo kroku,
- wymagana dok adno oblicze globalnego minimum,
n - liczba zmiennych niezalaych.

b) Algorytm oblicze
0 ObliczFq =f(xo)

1 dla j=1,2,..n oblicz ; minimalizujce f(xj.1+ ; j)
oraz zbior Xi=Xj-1t j j;

2 oblicz wektor przesuni d =Xg - X,

3 jeeli da j=12,.n d>¢g Ilub <d<g dokonaj obrotu ukadu
wspo rz dnych i powtorz od kroku (), przy czym :

jeeli de< ,ki [1,n, podstawdc=10 , lub:

jeeli <d<eg, podstavng = d; .

Kryterium zbieno ci mo e by analogiczne jak w metodzie Gaussa-Seidela.
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Metoda Powella

Metoda Gaussa-Seidela jest bardzo wolno ziae gdy poziomice funkcji maj
kszta t wskich, d ugich dolin. Poprawszybkoci mo na uzyska przez modyfikacj
kierunku poszukiwa. W metodzieDSC wyst powa obrét uk adu wspo rdnych
wraz z baz ortogonaln. Powell zaproponowa , aby do istniegj bazy wprowadza
na miejsce "starych" kierunkOw poszukiwaowe, sprz one do pozosta ych.

Dwa kierunki ;oraz ;s wzajemnie sprz one wzgldem dodatnio okre lonej
macierzy A, je li

i A j=0dlai j.
Kierunki sprz one s liniowo niezalene, co zapewnia jednoznaczno
przekszta cenia bazy kierunkéw poszukiwa
| wariant metody Powella(P1)
Procedura iteracyjna ma zbm Il rz du, jeli pozostaje w mocy nagtuj ce

twierdzenie :

Tw.l. Jeli 4, 2...,n S wzajemnie sprz onymi kierunkami poszukiwa
wzgl dem A, a ponadto stanowi baz rozpatrywanej przestrzeni, wtedy
zaczynaj ¢ w dowolnie wybranym punkciex, mo na wyznaczy w sko czonej
liczbie krokdw minimum formy kwadratowej:

F=za+b x+ 1/2x" A x

2011 K.M.Gawrylczyk
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Dowdd: Dowolny wektow mo na wyrazi wzorem:

n T

W a ., gdzie:a, iTA

i1 i i

Za 6 my, e pop iteracjach osign li my punktx, :
p
X, X /.
i1
to warto ., minimalizuj ¢ funkcj f(x) wzd u kierunku o, mo na okreli z
rownania :

0. fx,, 0, awicpodstawiajc ;A X lii/l 1, b 0
i1
otrzymujemy
T AX, b
/5. piAo , gdy wyraenie ;,A /,, 0zzacenia
p1 p1

Wynika std, e warto ., zaley jedynie od po oenia punktu startoweggy ,
natomiast sposob przeja nie ma adnego znaczenia.
Pon iteracjach otrzymuje si

T A% bx

X, X%,

n
in i p1

ale na podstawie dwoch pierwszych réwnwida, e jest ono réwnowae
rownaniu:
— I — -1

Xn=Xo- Xo- A" b=-A"D,
CO 0zhacza,e 0si gni te zosta o szukane ekstremum.
Tw.ll.  Je eli Xo jest minimum w kierunku  oraz x; jest rbwnie minimum
wzd u tego samego kierunku, to kierunekX; - X;) ¢z cy te dwa minima jest
sprz ony z kierunkiem .
Dowdd: Z warunku koniecznego na ekstremum w Kikoumamy :

T(Ax, +b)=0 oraz "(Axo+b)=0,

TA (X1-X) =0 (warunek sprzenia).
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a) informacje wejciowe

Xo - punkt startowy
1 2 n - baza wyjciowa utworzona z wektoréw ortogonalnych,
€ - pocztkowa d ugo kroku,
- wymagana dok adnooblicze globalnego minimum,
n - liczba zmiennych niezaleych.

b) Algorytm oblicze :

1 dla j=1,2, .. noblicz ; minimalizujce fk_,+ ; ;) oraz wspo rzdne
nowego punktu
Xip=Xj-1t g,

2 wyznacz sk adowe kierunku spronego w myl wzoru :

X, X,

n

X, X

nil

3 przeprowad minimalizacj wzd u kierunku . : f(X, + +1) oraz wyznacz
wspo rz dne nowego punktu startowego :

Xn+1 = Xpn + n+1 Xo -

4 dokonaj modyfikacji kierunkéw poszukiwawg zasady : .1 rdla
r=1,2,..n.

Je eli nie minimum, powtarzaj od (L
Kryterium zbie no ci

1. wykonywa procedur tak d ugo, a przesunicie punktu bdzie mniejsze ni
0.1, (Pa),

2. obliczy nowy punkt startowy mnoc wspoé rzdneP, przez 10,

3. powtérzy procedur znajdujc Pg

4. znale minimum funkcji na liniiP, - Pg ~ Pc,

5. zakoczy dziaanie,jeeli Pp-Pc oraz Pg-Pc <0.1,, jeelinie, to:

6. wyznaczy nowe  rowne Pa - Po)/ Pa-Pc i w czy je do bazy na
miejsce 1,

7. wroci do pkt 1.

Cz sto poprzestaje sha warunku pkt 1.
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S
X,
D
X
2
|
\ 3
|
¢
> 42
X, & X

Przebieg algorytmu Powella (P1).
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I wariant metody Powella (P2)

W metodzie P1 w uk adach wielowymiarowych mqgepwstawa kierunki liniowo
zale ne. W metodzie P2 modyfikacja kierunkéw poszukiweast puje dopiero po
spe nieniu warunku :

/maxD 0,8,
a

gdzie: max - maks przesuncie wzd u jednego z kierunkéw poszukiwa s,
- wyznacznik macierzy utworzonepavektoréw ;,
- ca kowite przesuncie po dokonaniu kolejnego obiegu.

Je eli warunek ten nie jest spe niony, w nowym obiegjuowi zuj poprzednie
kierunki.

Twierdzenie 3. Je eli kierunki 4,..., , S tak wybrane, e:
A =1, =1, 2,..n

to wyznacznik macierzy, ktérej kolumnami s wektory ; osi ga warto
maksymaln wtedy i tylko wtedy, gdy kierunki te s wzajemnie sprz one.

Dowdd: Jeeli dany jest zbior kierunkdw wzajemnie spranych 4, »,..., ,to
z definiciji :
iA = 5,1=1,2,..n; j=1,2,..n;
gdzie j jest delt Kroneckera :
Odlai |
" 1dai

Za 0 my, e istnieje transformacjawi ca{}z{ }:

to z podanej wczaiej w asnoci otrzymujemy :
n n n
iA j UikUjl k UikUjk
k1 11 k 1

aw szczegolnai :

UuuU, 1 i 12.n

k1
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Oznacza to, e wyznacznik macierzy nie przewysza 1 i jest réwny jednoi tylko
wowczas, gdyJ jest macierz ortogonaln. Awi ¢ ;A j= j, CO 0znacza,e
kierunki ;s wzajemnie sprz one.

Kierunki 1,..., ,naley dobiera tak, aby wyznacznik macierzy by jak najkszy.
Wyklucza to liniow zaleno pomi dzy nowoutworzonymi kierunkami. Ze starej
bazy usuwa sikierunek ., , wzdu ktérego nasipuje najwiksze przesuncie
punktu.

Za 6 my, ex;jest punktem, w ktérym funkcj#x) osi ga minimum w kierunku ; ,
przy czym:
i A i = 1.
Przesunicie wzd u tego kierunku maa wyrazi :
Xi—1=Xi i = i i,
gdzie x;.; jest punktem odpowiadaym minimum wzd u kierunku ;.
Po wykonaniu ca ego obiegu :

Xn=X0= 1 1% 2 2F..+ g,
gdziex, - punkt startowyx, - punkt wynikowy po zakaczeniu obiegu.
Zgodnie z zasadtworzenia kierunku sprzonego :
Xn=Xo= n+10raZ n+1A ne1=1.
Oznacza to, e zamiana ; na .+, powoduje pomnanie wyznacznika macierzy

kierunkow przez ;/ . Wybiera trzeba takie ,, , dla ktérego przesurgie ; jest
najwi ksze. Zamiana ta ma sens tylko dla
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Informacje wejciowe :jak w metodzie P1.
Algorytm oblicze :
k=1

1 dlaj=1,2,..n oblicz *minimalizuj c

k k k : k — Lk k k.
f(Xj_1+ i j)lOkl’GlXj—Xj_1+ i

2 okrel K= Xo-xot T Ke1= (XS -x) K

k k

oblicz w1 minimalizuj cef (X%, + o %41) i okrel zbiér

k+1 _ k — ok k k .
Xo =X n+1—Xn+ n+1 n+l

3 znajd *=max daj=1,2,..n

a jeeli S */* 08 niech '= [ daj s =

i niech el ko Ky ke

b. jeeli ' */ *<0,8 niech “'= [“dlaj=1,2,..n
: k+1 k
| = .

Powtorz czynnaci od kroku 1 zwi kszajck =k + 1.
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Metoda Zangwilla

Metoda ta zosta a opracowana ze wdglna to, i w pewnych przypadkach metoda
Powella (dok adniej jej | wariant) nie posiada zlie ci Il rz du. Nalea o wéwczas
przed jej rozpocziem dokona minimalizacji funkcji wzd u wszystkich kierunkow
ortogonalnej bazy poctkkowej. Dodatkowa modyfikacja polega tutaj na
wprowadzeniu dodatkowego zbioru ortogonalnych kikow poszukiwa, ktory
pozostaje niezmienny w trakcie poszukiwekstremum (na wspie identycznego ze
zbiorem wektoréw ; .. ). Za kadym razem przed wykonaniem pe nego obiegu
(takiego jak w metodzie Powella) dokonuje sgninimalizacji funkcji wzd u
kierunkuc, ze wspomnianego zbioru dla wartoodt = 1 zmieniajc j cyklicznie o

1 co jeden krok. Jeli efekt jest pomyny (czyli przesunicie a; jest ré ne od zera),
to zostaje wykonany jeden obieg procedury Powellgrzeciwnym przypadku za
zastpuje minimalizacja wzd u kolejnego kierunku c.;. Po n kolejnych
niepomylnych prébach wzd u kierunkéw ¢ znaleziony punkt jest uznawany za
minimum. Ta metoda posiada wizbieno [l rz du. Jako kryterium zbi@o ci
przyj to wi ¢ podobnie jak w metodzie Gaussa-Seidela uznavim@iecego punktu
za minimum, jeli kolejne przesunicia wzd u ortogonalnych kierunkéwe dla
t=1..ns mniejsze od z gory za onej dok adncci.

Oznaczenia:
Xo - punkt startowy
1.- n - baza wektoréw ortogonalnych (wgjowa dla ptli Powella)
G...C, - baza wektoréw ortogonalnych nie ulega zmianie w trakcie
poszukiwa
e - pocztkowa d ugo kroku
Algorytm:

1) Obliczenie/ .’ minimalizuj cegof(x, + /> ') i okre leniexn =X + /> o

2) Podstawieni¢ =1 i rozpoczcie iteracjik dlak =1
3) Obliczeniea minimalizuj cegof(x.* + ac,) i ustawieniet = t + 1 (je eli t < n)
lubt=1 (je elit=n).

a)je li ajestréne od zera, to wéwczas obliczamy = x...“* + ac, oraz
przechodzimy do krokd

b) je li a =0, powtarzamy kroB, za w przypadkun-krotnego powtdrzenia
uznajemy punkt za minimum.
4) Dlaj =1 .. nobliczamy/;* minimalizuj cef(x,..* + /;* ;) oraz okrelamy

Xk Xkl
k k k k : . k n ni
X" = X1 +/j j.NleCh. n1 Tk x4

n

X, X,1

5) Obliczenie/ .+ minimalizuj cegof(X,* + / n1* ne1") Oraz okrelamy

Xns1 = Xok + /01 1. Modyfikacja kierunkéw zgodnie z* = ;,,“dlaj=1..n.

6) Powtarzamy kroki pocavszy od3 podstawiajc k = k+1.
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START
xdi=x0 e=el j=n -
NSK=0 P0=1 jh=0 \Ei};knnamex:]kuwt-my
= = = runku ortegonalnym i
170 ZW-0 c-F obliczenie wspébrzednych
I WEpoArzednyc
go punkiu &l
Wylsomanie kroku w j-tymn kierunku |
1 oblicze nie wspohzednych nowego punkiu |
{ i
m Obliczenie wartogei funkeji
F w nowym punkcie
= i
:::;?] Czy krok byl pomysiny ? 1
FO=F Tak | MNie FaF
xa=xl) I o Fb=F0
ah=x Ceyjh=1?| |CzyL=1? xa=x
Tak | Nie Tak| Nie dh=x0
L L | I
L1+ e=-2¢
Cry =2 ¢ L=L+1
Wie | Tak L
[ DNie [ Tak | Coy W1
xe=x Tak | Nie
Fe=F |
e=ell
I
o
Dokonanie predykcji odlezloscid
minimalizujacej funkeje w j-tym kierunku
o
Obliczenie wartosci funkeji
Fwpunkeie d
L
Przesuniecie w Czy minimum w j-tym kierunlku ?
odwrotm kierunku Nie | Talk
rg i
Czy max ? Czy FzfixL) ?
Tak [ Nie Tak | Nie
|
il I 1
Czy estymata minimum FO=F Whyznaczenie xE takiego, ie
ohjeta jest przez punkty xL ? x= 0 = £{xFy = min f{xL)

Tak | N M =x=xE
L L

Pozostawienie punkiow Odrzucenie punkiu Cry ZW=17?
ohejmujacych estymate | | o maksymalnej wartosei Tie | Tak
w thiorze xL funlseji ze zhioru AL 1

dzie L=a, dzie L=
® he) (gdrie L=a)c) Czy nastapilo przesuniecie
| | w t-hym kierumku ?
Tak |  Nie

Czy dokonano minimalizacji
we wszysilich kierunkach ?
Nie | Tak

I

Czywpoprzednim eyklu dokonano
minimalizacji wzdlui sprzeionego

kierunku (NSK=1)?
Obliczenie skladowych

Tak
MNSE=0
kierunku sprigionego

Wykonanie algoryimu
modyfikacji kie runkéw
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Metoda simpleksu Neldera i Meada

Metoda ta powsta a w 1965 roku i jest €0 zwana metodpe zajcego simpleksu.
Jest metod numeryczn su ¢ do minimalizacji funkcji w wielowymiarowej
przestrzeni. Polega ona na utworzeniu w przestrZHi n- wymiarowego
simpleksu on+1 wierzcho kach tak, aby moa by o go wpisaw powierzchni
reprezentujc badan funkcj celu. Jednowymiarowym simpleksem jest odcinek o
dwoch wierzcho kach, simpleksem dwuwymiarowym jesbjk t i ogdlnie
simpleksenn - wymiarowym on+1 wierzcho kach jest wielgian rozpity nan+1
wektorach bazowych. Wsp6 ne punktoéw simpleksu oznaczono jako

Na pocztku procedury wylicza si wsporzdne punktéw wierzcho kowych
simpleksux; (dlai = 1, .. ,nt1l) przy zaoeniu pewnej odleg @i mi dzy tymi
wierzcho kami. W naspnych iteracjach dokonuje sprzekszta ce simpleksu tak
dugo, a odlego pomidzy jego wierzcho kami w pobli poszukiwanego
ekstremum bdzie mniejsza od za onej dok adnaci oblicze e. To w anie zosta o
przyj te jako kryterium zbieno ci dla tej metody.

Poni ej opisano jeden z wariantow metody Neldera i Meada

! opracowano na podstawie www.wikipedia.org
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Wariant algorytmu Neldera-Meada
1. porz dkowanie wed ug wartoci funkcji w w z ach:

f x f x . f Xhigh Xiow X1 ’Xhigh Xo 1

low i

2. odbicie: wyznaczamy nowy punkt

X, X, aX, Xhigh’

r

przy czymxg jest rodkiem ci ko ci
figury, za wyj tkiem w z aXpign.

Jeli fx fx f X, to

wyznaczamy nowy simpleks z yciem x;
W MiejSCeXpigh. Idziemy do krokul.

3. ekspansjagdy f x. f x,, ,wtedy
obliczamyXx, X, g X, Xyg -

Jeli f x, f X, wyznaczamy nowy

simpleks z uyciemXxe zamiastXnign Oraz
idziemy do kroku 1. W innym
przypadku  wyznaczamy  simpleks
zawierajcy X, W miejsce Xpign, a
nast pnie wracamy do krok.

- 4. kontrakcja: gdy fx f X, X X
wtedy wyznaczamy X, Xug 7 Xo Xpgn -
Jeli  fx. f X, Wwyznaczamy nowy
simpleks zawierapy X W miejSce Xpign, PO
czym wracamy do krok.

W innym wypadku idziemy do krokb.

5. zmniejszanie dla wierzcho kéw
wyznaczamy nowe wspo rdne:

X Xgy S X Xgw, 0dZiei 2,.n 1

Idziemy do krokul.
Standardowe wartocito: =1, =2, =1/2, =1/2.
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Uwaga ,, oraz s odpowiednio wspo czynnikami odbicia, ekspansjntkakcii
lub zmniejszenia. Ich typowe wartwwynosz =1, =2, =1/2oraz =1/2.

W przypadkuodbicia, je li Xngn jest wierzcho kiem o najwkszej wartoci funkciji,
mo emy oczekiwa znalezienia mniejszej wart po odbiciu tego wierzcho ka
wzgl dem bry y (powierzchni) uformowanej z pozosta yaenacho kow.

Podczas ekspansj, jeli odbity punkt X, jest nowym minimum spood
wierzcho kow, to moemy spodziewa si znalezienia interesujych wartoci na
linii od X, doX;.

Odno nie kontrakcji : je i f(x;) > f(x;)) mo emy si spodziewa, e lepsza warto
wyst pi wewn trz simpleksu uformowanego przez wszystkie wierzahq.

Wybor pocztkowego simpleksu jest istotny, poniewzbyt ma y moe powodowa
d ugie lokalne poszukiwanie.

Oznaczenia:
e- wymagana dok adno oblicze ,

Xnigh - Wybrany punkt wierzcho kowy simpleksu spad n+1 wierzcho kéwx;, w
ktorym warto badanej funkcji osga maksimum,

Xiow - Wybrany punkt wierzcho kowy simpleksu spad n+1 wierzcho kéwx;, w
ktorym warto badanej funkcji osga minimum,

Xo-  rodek symetrii simpleksu z wyczeniem punkting, zdefiniowany jako:

X
X, % Xo 1 Xnigh
d- pocztkowa odleg o pomi dzy wierzcho kami wyjciowego simpleksu
- wspo6 czynnik odbicia (> 0),
- wspo czynnik kontrakcji (0<<1),
- wspo czynnik ekspansji ¢ 1),
- WwspoO czynnik zmniejszenia € 1)

n- liczba zmiennych niezalrych.
Warto ci wspé czynnikdbw , , , dobiera si w sposib eksperymentalny, cha

przyk adach rozpatrywanych przez autorow metodyo jadptymalne przyjo
wartoci =1, =0,5, =0,50raz =2.
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