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Je� eli parametry uk
adu, takie jak rezystancja, pojemno��  oraz indukcyjno�� , s�  skupione 
w jednym punkcie tego uk
adu, to nazywamy go uk
adem o parametrach skupionych. 
Warunek ten jest spe
niony, gdy wymiary wszystkich elementów (np. rezystorów, 
kondensatorów, indukcyjno� ci, itd.) wyst� puj� cych w uk
adzie s�  pomijalnie ma
e w 
porównaniu z d
ugo� ci�  fali elekromagnetycznej l . W wielu rzeczywistych uk
adach 
warunek ten spe
niony jest z bardzo dobrym przybli� eniem.  

Je� eli jednak zjawiska falowe wyst� puj� ce w uk
adzie s�  na tyle silne, � e nie mog�  by�  
pomini� te, to uk
ad taki nazywamy uk
adem o parametrach roz
o� onych. W przypadku 
uk
adu o parametrach roz
o� onych opisu dokonuje si�  przy pomocy równania 
ró� niczkowego cz� stkowego, b� d�  ich uk
adu. Argumentami s�  trzy wspó
rz� dne 
przestrzenne x, y, z oraz czas t. 

Linie d
ugie  s�  szczególnym przypadkiem uk
adu o parametrach roz
o� onych, w którym 
sygna
 rozprzestrzenia si�  wzd
u�  jednej tylko wspó
rz� dnej. Przyjmijmy, � e jest to 
wspó
rz� dna x, która okre� la odleg
o��  od pocz� tku linii. Taki uk
ad opisany jest uk
adem 
równa�  cz� stkowych, w których argumentami s�  czas t oraz wspó
rz� dna x. 

Lini �  d
ug �  nazywamy lini� , której d
ugo��  l jest porównywalna z d
ugo� ci�  l  
rozchodz� cej si�  w niej fali elektromagnetycznej. 

To, czy dan�  lini�  nale� y traktowa�  jako lini�  d
ug� , wynika nie z jej d
ugo� ci l, a ze 
stosunku tej d
ugo� ci do d
ugo� ci fali elekromagnetycznej l . 

Parametry opisuj� ce fal�  elektromagnetyczn� : d
ugo��  l , pr� dko��  v oraz cz� stotliwo��  f 
s�  zwi� zane ze sob�  nast� puj� c�  zale� no� ci� : 

 l =
v
f

 

Dla napowietrznej linii elektroenergetycznej, w której pr� dko��  rozchodzenia si�  fali 
elektromagnetycznej jest bliska pr� dko� ci � wiat
a c = 300 000 km/s, przy przemys
owej 
cz� stotliwo� ci f = 50Hz d
ugo��  fali elektromagnetycznej jest równa l  = 6000km. 
Dla cz� stotliwo� ci f = 1MHz d
ugo��  fali elektromagnetycznej jest ju�  o pi��  rz� dów 
wielko� ci mniejsza i wynosi l  = 300m, a dla sygna
u o cz� stotliwo� ci f = 1GHz ju�  linia o 
d
ugo� ci l = 30cm musi by�  traktowana jako linia d
uga.  
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Kryteria podzia
u linii d
ugich: 

Lini�  d
ug�  nazywamy lini �  d
ug �  jednorodn � , je� eli wszystkie parametry linii s�  
równomiernie roz
o� one wzd
u�  linii. 

W przypadku linii niejednorodnej parametry linii s�  funkcj�  wspó
rz� dnej po
o� enia x. 
 
Lini�  d
ug�  nazywamy lini �  d
ug �  linearn � , je� eli parametry linii nie zale��  od warto� ci 
pr� du ani napi� cia w danym punkcie linii. 

Oznacza to, � e linia taka sk
ada si�  z elementów liniowych, wi� c zachodzi dla niej zasada 
superpozycji. 
 

Lini�  d
ug�  nazywamy lini �  d
ug �  symetryczn � , je� eli parametry wszystkich przewodów 
linii s�  jednakowe. 

Lini�  d
ug�  nazywamy lini �  d
ug �  bezstratn � , je� eli rezystancja przewodów linii R oraz 
konduktacja mi� dzy przewodami G s�  równe 0. 

 

Linia bezstratna jest wyidealizowanym przypadkiem linii d
ugiej, w którym nie uwzgl� dnia 
si�  parametrów rozpraszaj� cych energi�  R i G, a jedynie parametry zachowawcze L i C. 
W rzeczywisto� ci linie d
ugie bez strat oczywi� cie nie istniej� , ale w wielu wypadkach 
mo� na przyj��  za
o� enie R = G = 0, które prowadzi do znacznych uproszcze�  w 
obliczeniach. 

W dalszej cz�� ci rozpatrywane b� d�  linie d
ugie jednorodne, linearne i symetryczne. 
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Ka� d�  lini�  d
ug�  mo� na jako z
o� on�  z pewnej liczby odcinków o d
ugo� ci Dx. 
Rezystancja, pojemno��  oraz indukcyjno��  linii jednorodnej s�  proporcjonalne do 
d
ugo� ci linii. Dlatego jako parametry linii d
ugiej podaje si�  rezystancj� , pojemno��  oraz 
indukcyjno��  linii przypadaj� ce na jednostk�  d
ugo� ci. Ponadto wprowadza si�  jeszcze 
jeden parametr jednostkowy charakteryzuj� cy niedoskona
o��  izolacji mi� dzy 
przewodami linii, mi� dzy przewodem a ziemi�  lub mi� dzy przewodem a uziemion�  
pow
ok�  kabla - parametr ten nazywany jest konduktywno� ci�  up
ywu, b� d�  up
ywno� ci� . 

- rezystancja obu przewodów linii    0 m
R

W� �
� �� �

 

- indukcyjno��  uk
adu obu przewodów    0

H
m

L � �
� �� �

 

- pojemno��  mi� dzy przewodami    0

F
m

C � �
� �� �

 

- konduktancja (up
ywno�� ) mi� dzy przewodami    0

S
m

G � �
� �� �

 

 
Jednostkowy odcinek linii d
ugiej Dx 

Parametry R0 oraz L0 s�  parametrami pod
u� nymi linii d
ugiej, natomiast C0 i G0 - 
parametrami poprzecznymi. 

Parametry pierwotne linii d
ugiej dzieli si�  tak� e na rozpraszaj� ce energi�  i zachowawcze. 
Do pierwszych zalicza si�  R0 i G0, natomiast do drugich - L0 i C0.  
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Parametry wtórne linii d
ugiej nazywane tak� e parametrami falowymi, poniewa�  decyduj�  
one o warto� ciach fal napi� cia i pr� du w linii d
ugiej. 

Parametrami wtórnymi linii d
ugiej s� : sta
a t
umienia  (t
umienno �� ) a , sta
a fazowa  
(przesuwno ��  jednostkowa ) b oraz impedancja falowa  Zc. 

Sta
e t
umienia a  oraz fazow�  b najcz�� ciej rozpatruje si�  wspólnie, poniewa�  stanowi�  
one odpowiednio cz���  rzeczywist�  i urojon�  tworz�  sta
ej propagacji  fali g:  

g = a + j b 

Parametry wtórne linii wyra� aj�  si�  poprzez parametry pierwotne R0, L0, C0 i G0 oraz 
pulsacj�  w. 

 

  

Impedancja falowa   c

j
j

R L
Z

G C
w
w

+
=

+
 

Sta
a propagacji   ( )( )j jR L G Cg w w= + +  

Sta
a t
umienia   ( ) ( )2 2 2 2 2 2 21
2

RG LC R L G Ca w w w� �= - + + +� �� �
 

Sta
a fazowa   ( )( )2 2 2 2 2 2 21
2

LC RG R L G Cb w w w� �= - + + +� �� �
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Parametry pierwotne linii dwuprzewodowej napowietrz nej  

Rezystancja jednostkowa 

0

2000
km

R
Sg

W� �= � �× � �
 

 
g - konduktywno��  [S/m] 
S - przekrój poprzeczny przewodów [m2] 

Indukcyjno��  jednostkowa 

4
0

H
9,2 10 log

km
a

L
r

- � �= × � �� �
 

 

  
a - odst� p mi� dzy osiami przewodów [mm] 
r - promie�  przewodu [mm] 

Pojemno��  jednostkowa 
9

0

12,08 10 F
kmlog

C
a
r

-× � �= � �� �
  

  
a - odst� p mi� dzy osiami przewodów [mm] 
r - promie�  przewodu [mm] 

Konduktancja jednostkowa 

0 0

S
11,3

km
G C � �= × � �� �

 
 

  C0 - pojemno��  jednostkowa linii [F/km] 

 



2015                                                    K.M.Gawrylczyk 

Parametry pierwotne kabla koncentrycznego 

 

Rezystancja jednostkowa 

0

1 1 �
0,0837

km
R f

d D
� � � �= × +	 
 � �� � � �

 

 

d - � rednica � y
y [mm] 
D - � rednica oplotu (przewodu zewn� tzrnego) [mm] 
f - cz� stotliwo��  [Hz] 

Indukcyjno��  jednostkowa 

4
0

H
4,6 10 log

km
D

L
d

- � �= × × � �� �
 

 

  
d - � rednica � y
y [mm] 
D - � rednica oplotu [mm] 

Pojemno��  jednostkowa 
9

0

24,16 10 F
kmlog

rC
D
d

e-× × � �= � �� �
  

  

er - wzgl. przenikalno��  dielektryczna izolacji kabla [1] 
d - � rednica � y
y [mm] 
D - � rednica oplotu [mm] 

Konduktancja jednostkowa 

0 0

S
tg

km
G Cw d � �= × × � �� �

 
 

  
w - pulsacja [rad/s] 
C0 - pojemno��  jednostkowa kabla [F/km] 
tgd - wspó
czynnik strat dielektrycznych [1] 

 

  Wszystkie podane wzory nale� y traktowa�  jako przybli � one. W wielu przypadkach s�  to 
wzory empiryczne i dlatego w literaturze spotka�  mo� na ró� ne wzory - czasami polega to 
tylko na niewielkich ró� nicach w warto� ciach wspó
czynników, ale czasami wzory maj�  
zupe
nie inn�  posta� . 
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Rozpatrzmy dwuprzewodow� , jednorodn� , symetryczn�  lini�  d
ug�  o d
ugo� ci l. Aby móc 
analizowa�  zjawiska zachodz� ce w niej pod wp
ywem ró� nych wymusze�  i przy 
obci�� eniu ró� nymi odbiornikami, potrzebne s�  równania okre� laj� ce zwi� zki mi� dzy 
napi� ciem i pr� dem w dowolnym punkcie linii i w dowolnej chwili czasu. 

 

 

Do zacisków wej� ciowych linii do
� czone jest � ród
o napi� cia e(t) o pewnej impedancji 
wewn� trznej Z1. Natomiast do zacisków wyj� ciowych do
� czony jest odbiornik o 
impedancji Z2. 

Przeanalizujmy sekcj�  elementarn�  o d
ugo� ci Dx wyci� t�  w miejscu odleg
ym o x od 
pocz� tku linii. Poniewa�  rozwa� ana linia jest jednorodna, to mo� na przyj�� , � e stanowi 
ona 
a� cuchowe po
� czenie pewnej liczby identycznych sekcji elementarnych (odcinków 
jednostkowych) Dx. Oznacza to, � e bez wzgl� du na miejsce wyci� cia rozpatrywanego 
odcinka Dx rozwa� ania przebiega�  b� d�  identycznie. 



2015                                                    K.M.Gawrylczyk 

 
 

W odleg
o� ci x od pocz� tku linii warto� ci napi� cia i pr� du s�  równe odpowiednio u(x,t) i 
i(x,t), a w odleg
o� ci x+Dx, czyli na ko� cu rozpatrywanej sekcji wynosz�  one: 

u(x+Dx,t)   oraz   i(x+Dx,t). 

Na podstawie drugiego prawa Kirchhoffa zapisa�  mo� na bilans napi�� : 

( ) ( )0 0

( , )
, ( , ) ,

i x t
u x t R x i x t L x u x x t

t
¶

= ×D × + ×D × + + D
¶

, 

a na podstawie pierwszego prawa Kirchhoffa - bilans pr� dów: 

 ( ) ( )0 0

( , )
( , ) , ,

u x x t
i x t G x u x x t C x i x x t

t
¶ + D

= ×D × + D + ×D + + D
¶

. 

Zmiana napi� cia na sekcji elementarnej Dx wynosi: 

 ( ) ( ) ( )0 0

( , )
, , ,

i x t
u x x t u x t R x i x t L x

t
¶

+ D - = - ×D × - × D ×
¶

, 

za�  zmiana pr� du: 

 ( ) ( ) 0 0

( , )
, , ( , )

u x x t
i x x t i x t G x u x x t C x

t
¶ + D

+ D - = - ×D × + D - ×D ×
¶

. 
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Równania dla zmiany napi� cia oraz dla zmiany pr� du na elementarnej sekcji dzielimy 
obustronnie przez Dx i przechodzimy do granicy przy Dx d��� cym do 0, korzystaj� c z 
warunku ci� g
o� ci funkcji oraz nast� puj� cych zale� no� ci: 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

0

0

0

lim , , ,

lim , , ,

, , ,
lim ,

, , ,
lim .

x

x

x

x

u x x t u x t

i x x t i x t

u x x t u x t u x t

x x
i x x t u x t i x t

x x

D ®

D ®

D ®

D ®

+ D =

+ D =

+ D - ¶
=

D ¶
+ D - ¶

=
D ¶

 

W rezultacie otrzymujemy uk
ad dwóch równa�  ró� niczkowych cz� stkowych dwóch 
zmiennych: czasu t i odleg
o� ci od pocz� tku linii x: 

 

( )

( )

0 0

0 0

, ( , )
( , ) ,

, ( , )
( , ) .

u x t i x t
R i x t L

x t
i x t u x t

G u x t C
x t

¶ ¶
= - × -

¶ ¶
¶ ¶

= - × -
¶ ¶

 

Po zmianie znaków w powy� szym uk
adzie równa�  otrzymujemy równania linii d
ugiej , 
nazywane te�  równaniami telegrafistów : 

 

( )

( )

0 0

0 0

, ( , )
( , ) ,

, ( , )
( , ) .

u x t i x t
R i x t L

x t
i x t u x t

G u x t C
x t

¶ ¶
- = × +

¶ ¶
¶ ¶

- = × +
¶ ¶
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Podobnie jak w przypadku wyprowadzenia równa�  telegrafistów rozpatrzymy 
dwuprzewodow� , jednorodn� , symetryczn�  lini�  d
ug�  o d
ugo� ci l. Do wej� cia linii 
do
� czone jest � ród
o napi� cia sinusoidalnie zmiennego e(t) o pewnej impedancji 
wewn� trznej Z1. Linia obci�� ona jest odbiornikiem o impedancji Z2.  

 

Ze wzgl� du na liniowo��  obwodu w ka� dym punkcie linii d
ugiej przebiegi pr� dów i napi��  
b� d�  sinusoidalnie zmienne. 

Jako U(x) i I(x) oznaczmy skuteczne zespolone warto� ci napi� cia i pr� du w odleg
o� ci x 
od pocz� tku linii. Wtedy warto� ci chwilowe okre� lone s�  zale� no� ciami: 

 

j

j

( , ) Im 2 ( ) ,

( , ) Im 2 ( ) .

t

t

u x t U x e

i x t I x e

w

w

� �= × ×� �

� �= × ×� �

 

Korzystamy z równa�  telegrafistów: 

 

d ( )
( ) j ( ),

d
d ( )

( ) j ( ).
d

U x
R I x L I x

x
I x

G U x C U x
x

w

w

- = × + ×

- = × + ×
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Z pierwszego wzoru wyznaczamy I(x): 

 
1 d ( )

( )
j d

U x
I x

R L xw
= - ×

+
, 

a otrzymane wyra� enie podstawiamy do drugiego wzoru: 

 
2

2

d ( )
( j ) ( j ) ( ) 0

d
U x

R L G C U x
x

w w- + × + × = . 

Wprowadzamy do równania sta
�  propagacji fali g: 

( )( )j jR L G Cg w w= + + . 

Wzór przyjmuje wtedy posta� : 
2

2
2

d ( )
( ) 0

d
U x

U x
x

g- × = . 

Powy� sze równanie ró� niczkowe posiada rozwi� zanie nast� puj� cej postaci: 

 1 2( ) x xU x A e A eg g-= × + × . 

Korzystaj� c z wyprowadzonego wcze� niej wzoru na pr� d I(x), uzyskujemy: 

( )1 2

1
( ) e ex x

c

I x A A
Z

g g-= × × - × , gdzie: 
j
jC

R L
Z

G C
w
w

+
=

+
- impedancja falowa linii. 

Sta
a propagacji fali g jest liczb�  zespolon� : 

g = a + j b. 

Wzór na u(x,t) mo� na wi� c zapisa�  w postaci: 

 j j j j
1 2( , ) Im 2 e e e 2 e e ex x t x x tu x t A Aa b w a b w- -� �= × × × × + × × × ×� � . 

Obliczaj� c cz���  urojon�  mamy: 

1 1 2 2( , ) 2 e sin( ) 2 e sin( )x xu x t A t x A t xa aw b Y w b Y-= × × × - + + × × × + +, 

gdzie: Y 1, Y 2 - argumenty sta
ych A1, A2. Równanie to mo� na przekszta
ci�  do postaci: 

mb 1 mo 2( , ) e sin( ) e sin( ),

2 2 / .

x xu x t U t x U t x

x T

a aw Y b w Y b

b bl w b l

-= × × + - + × × + +

= = = p  = p
.
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Pierwsza sk
adowa tego wzoru przedstawia fal� , której amplituda zmniejsza si�  ze 
wzrostem wspó
rz� dnej x, a opó� nienie fazowe ro� nie. Fala ta przesuwa si�  w miar�  
up
ywu czasu t od � ród
a do odbiornika. Jest to fala bie �� ca (pierwotna) . 

 
 

Fala reprezentowana przez drug�  sk
adow�  wzoru przesuwa si�  w przeciwn�  stron�  - od 
odbiornika do � ród
a. Jej amplituda ro� nie wraz ze wzrostem x, a faza uzyskuje wi� ksze 
wyprzedzenie. Jest to fala odbita (powrotna) . 
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Wyst� puj� ce we wzorach sta
e A1, A2 wyznacza si�  z warunków granicznych 
(brzegowych), np. z napi� cia i pr� du na pocz� tku linii x = 0: 

 
1 1 2

c c 1 1 2

(0)

(0)

U U A A

Z I Z I A A

= = +

× = × = -
 

St� d: 

 

1 c 1
1

1 c 1
2

2

2

U Z I
A

U Z I
A

+ ×
=

- ×
=

 

i wzory na napi� cie U(x) i pr� d I(x) przyjmuj�  posta� : 

( )

( )

1 c 1
1

1 c 1
1

c

( ) e e
2

( ) e e
2

x x

x x

U Z I
U x n

U Z I
I x n

Z

g g

g g

-

-

+ ×
= × + ×

+ ×
= × - ×

×

 gdzie: 1 c
1

1 c

Z Z
n

Z Z
-

=
+

- wsp.odbicia fali na pocz. linii 

Je� eli wyj��  z równa�  dla x mierzonego od ko� ca linii, uzyskuje si�  analogiczne wzory, w 
których n2 oznacza wspó
czynnik odbicia fali na ko� cu linii: 

( )

( )

2 c 1
2

2 c 1
2

c

2 c
2

1 c

( ) e e ,
2

( ) e e ,
2

.

x x

x x

U Z I
U x n

U Z I
I x n

Z

Z Z
n

Z Z

g g

g g

-

-

+ ×
= × + ×

+ ×
= × - ×

×

-
=

+

 

W liniach przesy
aj� cych energi� , tak na ko� cu jak i na pocz� tku linii, odbicia s�  
niepo�� dane, poniewa�  obni� aj�  one sprawno��  przesy
u - cz���  energii, która dociera 
do ko� ca linii nie przechodzi do odbiornika, ale wraca z powrotem do linii i jest tracona na 
rezystancji i konduktacji linii albo dociera do pocz� tku linii, powoduj� c tu efekt echa. Te 
wielokrotne odbicia powoduj�  niepotrzebne straty energii. 

Aby im zapobiec, nale� y dopasowa�  impedancj�  � ród
a Z1 oraz odbiornika Z2 do 
impedancji falowej linii Zc: 

 
1 c 1

2 c 2

0,

0.

Z Z n

Z Z n

=  =

=  =
 

W linii d
ugiej dopasowanej na wej � ciu i na wyj � ciu nie wyst � puj �  odbicia i 
rozprzestrzenia si �  w niej jedynie fala bie �� ca. 
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Korzystaj� c z definicji funkcji hiperbolicznych ch x oraz sh x, wzory na napi� cie U(x) oraz 
pr� d I(x) mo� na przedstawi�  w postaci: 

 

c

2
1

c

2

2

c
1

2

c

ch sh
( )

ch sh

ch sh
( )

ch sh

Z
x x

Z
U x U

Z
l l

Z

Z
x x

Z
I x I

Z
l l

Z

g g

g g

g g

g g

+ ×
= ×

+ ×

+ ×
= ×

+ ×

 

Na ich podstawie mo� na wyprowadzi�  wzór na impedancj�  wej� ciow�  Z1 linii d
ugiej: 

 
2 c 2

1 c
2 c 2

ch sh

sh ch

U l Z I l
Z Z

U l Z I l

g g

g g

× + ×
= ×

× + ×
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W zwi� zku z przetwarzaniem impedancji rozró� niamy dwa rodzaje czwórników: inwertery 
impedancji i konwertery impedancji. 

Dany czwórnik nazywamy inwerterem impedancji, je� eli iloczyn impedancji wej� ciowej Z1 
i wyj� ciowej Z2 przedstawia wielko��  sta
� : 

1 2 const.Z Z× =  

Dany czwórnik nazywamy konwerterem impedancji, je� eli iloraz impedancji wej� ciowej Z1 
przez wyj� ciow�  Z2 przedstawia wielko��  sta
� : 

1

2

const.
Z
Z

=  

Rozpatrzymy teraz bezstratn�  lini�  d
ug�  (R=G=0), traktuj� c j�  jako "czarn�  skrzynk� " z 
wyprowadzonymi dwoma parami zacisków. B� dziemy bada�  jedynie warto� ci U1 i I1 na 
wej� ciu oraz U2 i I2 na wyj� ciu, nie analizuj� c przebiegów w � rodku linii. Wyka� emy, � e 
linia bezstratna zale� nie od d
ugo� ci l mo� e by�  traktowana jako inwerter, b� d�  konwerter 
impedancji. 

 

Impedancja wej� ciowa linii Z1 jest okre� lona wzorem:  

2 c 2
1 c

2 c 2

ch sh

sh ch

U l Z I l
Z Z

U l Z I l

g g

g g

× + ×
= ×

× + ×
 

Z wyj� tkiem stanu ja
owego (I2=0) oraz stanu zwarcia (U2=0) mo� emy, korzystaj� c z 
prawa Ohma w odniesieniu do odbiornika, za U2 podstawi�  Z2 I2. Wzór na impedancj�  
wej� ciow�  Z1 upraszcza si�  wtedy do postaci:  

2 c
1 c

2 c

th
th

Z Z l
Z Z

Z l Z
g

g
+ ×

= ×
× +
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Skoro linia jest bezstratna, to impedancja falowa jest wielko� ci�  rzeczywist�  i wynosi: 

 0
c

0

L
Z

C
=  

a sta
a t
umienia jest równa zeru, a = 0. Sta
a propagacji jest wtedy wielko� ci�  czysto 
urojon� , wi� c korzystaj� c z w
asno� ci funkcji hiperbolicznych oraz trygonometrycznych, 
mo� na zapisa� , � e: 

 j th jtgl lg b g b=  =  

Stosuj� c powy� sze podstawienie otrzymujemy wzór na impedancj�  wej� ciow�  Z1, który 
b� dzie podstaw�  do dalszych rozwa� a�  na temat w
a� ciwo� ci przetwarzaj� cych 
bezstratnej linii d
ugiej: 

2 c
1 c

2 c

j tg
tg

Z Z l
Z Z

Z l Z
b

b
+ ×

= ×
× +
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W przypadku linii pó
falowej, czyli linii o d
ugo� ci l = l /2, mamy:  

tg bl = tg p = 0 

Na podstawie ogólnego wzoru wyprowadzonego podczas analizy linii bezstratnej 
otrzymujemy: 

 2 c
1 c 1 2

2 c

j 0
j 0
Z Z

Z Z Z Z
Z Z

+ ×
= ×  =

× +
. 

Wzór ten mo� na zapisa�  w postaci: 

 1

2

1
Z
Z

=  

i wynika wtedy z niego, � e impedancja obci�� enia Z2 podlega konwersji na sam�  siebie, 
czyli linia pó
falowa  dzia
a jak idealny transformator o przek
adni równej jedno� ci. 

Impedancja wej� ciowa Z1 linii pó
falowej obci�� onej jest równa impedancji wyj� ciowej Z2, 
któr�  linia jest obci�� ona. W granicznym przypadku oznacza to, � e impedancja wej� ciowa 
Z1 bezstratnej linii pó
falowej zwartej na ko � cu jest równa 0. Z kolei impedancja 
wej� ciowa Z1 bezstratnej linii pó
falowej rozwartej na ko � cu jest równa 
niesko� czono� ci. 

Dodanie ca
kowitej wielokrotno� ci po
owy d
ugo� ci fali l /2 do d
ugo� ci l linii pó
falowej nie 
zmienia jej w
asno� ci. Oznacza to, � e linia o d
ugo� ci l  czy linia o d
ugo� ci 3/2 l  pracuje 
jak linia pó
falowa. Analogiczna w
asno��  b� dzie zachodzi
a dla linii � wier� falowej oraz 
linii o d
ugo� ci l /8.  
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W przypadku linii � wier� falowej, czyli linii, której d
ugo� ci l wynosi l /4, zachodzi: 

 
�

tg tg
2

lb = = ¥  

Korzystaj� c z ogólnego wzoru wyprowadzonego podczas analizy linii bezstratnej 
zmodyfikowanego nieco poprzez wprowadzenie granicy, co wynika z niesko� czonych 
warto� ci pojawiaj� cych si�  w wyra� eniu, otrzymujemy: 

 
2

2 c c
1 c 1tg

2 c 2

j tg
lim

j tgl

Z Z l Z
Z Z Z

Z l Z Zb

b
b®¥

+ ×
= ×  =

× +
 

Przekszta
caj� c powy� szy wzór do postaci: 

 2
1 2 cZ Z Z× =  

otrzymujemy wyra� enie, z którego wynika, � e impedancja obci�� enia Z2 podlega inwersji 
przy sta
ej inwersji b� d� cej liczb�  rzeczywist�  równ� : 

 2 0
c

0

L
Z

C
=  

Linia � wier� falowa inwertuje wi� c cewk�  o indukcyjno� ci sta
ej L na kondensator o 
pojemno� ci C' zale� nej od cz� stotliwo� ci, kondensator o sta
ej pojemno� ci C - na cewk�  
o indukcyjno� ci L' zale� n�  od cz� stotliwo� ci, a rezystor o sta
ej rezystancji R - na rezystor 
o sta
ej rezystancji R'. 
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Te w
asno� ci linii � wier� falowej zestawione s�  poni� ej: 

 

0

0

0

0

0

0

1
const. ' var.

const. ' var.

1
const. ' const.

L
L C

C L

L
C L C

C

L
R R

C R

w

w

= ® = × =

= ® = × =

= ® = × =

 

Nale� y zwróci�  uwag� , � e przy inwersji elementu reaktancyjnego istotn�  rol�  odgrywa 
cz� stotliwo�� , natomiast przy inwersji elementu rezystancyjnego ma
a rezystancja zostaje 
zinwertowana w rezystancj�  o znacznej warto� ci i odwrotnie. 

Korzystaj� c z w
asno� ci linii � wier� falowej obci�� onej odbiornikiem rezystancyjnym 
mo� na stwierdzi� , � e impedancja wej� ciowa Z1 bezstratnej linii � wier � falowej zwartej 
na ko � cu jest równa niesko� czono� ci. Z kolei impedancja wej� ciowa Z1 bezstratnej linii 
� wier � falowej rozwartej na ko � cu jest równa 0. 

Przetwarzaj� ce w
asno� ci linii � wier� falowej w stanie zwarcia i rozwarcia na ko� cu linii s�  
wi� c odwrotne ni�  w przypadku linii pó
falowej. 

Podobnie jak dla linii pó
falowej dodanie ca
kowitej wielokrotno� ci po
owy d
ugo� ci fali l /2 
do d
ugo� ci l linii � wier� falowej nie zmienia jej w
asno� ci. Oznacza to, � e linia o d
ugo� ci 
3/4 l  lub linia o d
ugo� ci 5/4 l  pracuje jak linia � wier� falowa.  
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Dla linii o d
ugo� ci l = l /8 zachodzi: 

 
�

tg tg 1
4

lb = =  

Korzystaj� c z ogólnego wzoru wyprowadzonego podczas analizy linii bezstratnej 
otrzymujemy nast� puj� cy wzór na impedancj�  wej� ciow�  Z1 linii o d
ugo� ci l /8: 

 2 c 2 c
1 c 1 c

2 c 2 c

j j
j

j j
Z Z Z Z

Z Z Z Z
Z Z Z Z

+ +
= ×  = ×

+ - +
 

Rozpatrzmy po kolei lini�  o d
ugo� ci l /8 obci�� on�  idealn�  cewk�  L, idealnym 
kondensatorem C oraz idealnym rezystorem R: 

1. obci�� enie idealn�  cewk�  L 

 c
2 1 c

c

j j
Z L

Z L Z Z
Z L

w
w

w
+

=  = ×
-

 

Przy obci�� eniu idealn�  cewk�  L impedancja wej� ciowa Z1 rozpatrywanej linii ma zatem 
charakter indukcyjny przy wL < Zc, pojemno� ciowy przy wL > Zc, za�  w przy przypadku 
granicznym, wL=Zc, zachodzi Z1=  (na zaciskach wej� ciowych linii panuje stan ja
owy). 

2. obci�� enie idealnym kondensatorem C 

 
c

c
2 1 c c

c
c

1
11

j j j
1 1

Z C ZCZ Z Z Z
C C ZZ

C

ww
w w

w

- - ×
=- ×  = × =- ×

+ ×+
 

Analogicznie jak w przypadku obci�� enia cewk�  idealn�  L impedancja wej� ciowa Z1 linii 
obci�� onej idealnym kondensatorem C ma charakter indukcyjny przy wC Zc > 1, 
pojemno� ciowy przy wC Zc < 1, natomiast w przypadku granicznym, wC Zc = 1 zachodzi 
Z1=0 (na zaciskach wej� ciowych linii panuje stan zwarcia). 
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3. obci�� enie idealnym rezystorem R  

 
( )2 2

c c

2 1 c 2 2
c

2 jR Z R Z
Z R Z Z

R Z

× - × -
=  = ×

+
 

Impedancja wej� ciowa Z1 ma w tym przypadku charakter R-L przy R < Zc, charakter R-C 
przy R > Zc, a dla przypadku granicznego, R = Zc, mamy Z1 = R (zgodnie z zasad� , � e 
ka� da linii obci�� ona impedancj�  falow�  ma impedancj�  wej� ciow�  równ�  impedancji 
falowej. 

Na podstawie wzoru na impedancj�  wej� ciow�  Z1 linii o d
ugo� ci l /8 obci�� onej 
odbiornikiem rezystancyjnym mo� na stwierdzi� , � e impedancja wej� ciowa Z1 bezstratnej 
linii lll l /8 zwartej na ko � cu ma charakter idealnej indukcyjno� ci. Z kolei impedancja 
wej� ciowa Z1 bezstratnej linii lll l /8 rozwartej na ko � cu ma charakter idealnej 
pojemno� ci. 

Podobnie jak wcze� niej dla linii pó
- oraz � wier� falowej tak� e dla linii o d
ugo� ci l /8 
prawdziwa jest w
asno��  mówi� ca, � e dodanie ca
kowitej wielokrotno� ci po
owy d
ugo� ci 
fali l /2 do d
ugo� ci l linii � wier� falowej nie zmienia jej w
asno� ci. Oznacza to, ze linia o 
d
ugo� ci 5/8 l  lub linia o d
ugo� ci 9/8 l  pracuje jak linia o d
ugo� ci l /8. 
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Cz� sto spotykanym w praktyce problemem jest konieczno��  dopasowania impedancji 
anteny do impedancji zastosowanego przewodu antenowego. Je� eli antena o impedancji 
równej 300W zosta
aby bezpo� rednio po
� czona z przewodem o impedancji 75W (jest to 
jedna ze standardowych warto� ci impedancji przewodów antenowych), to sprawno��  
transportu sygna
u do odbiornika by
aby bardzo niska ze wzgl� du na wyst� puj� ce w 
przewodzie odbicia fali (analiza wymuszenia sinusoidalnego). 

Jednym ze sposobów dopasowania impedancji jest zastosowanie transformatora 
� wier � falowego . Jest to odcinek przewodu o d
ugo� ci równej 1/4 d
ugo� ci fali 
rozchodz� cej si�  w przewodzie i odpowiednio dobranej impedancji falowej Zc. 

Z rozwa� a�  na temat linii � wier� falowej wiemy, � e jest ona inwerterem impedancji. 
Oznacza to, � e dopasowuje ona do siebie dwie impedancje Z1 i Z2, gdy spe
niaj�  one 
równanie: 

 2
1 2 cZ Z Z× =  

Aby dopasowa�  wi� c 300-omow�  anten�  do 75-omowego przewodu antenowego, nale� y 
zastosowa�  odcinek przewodu o d
ugo� ci l /4 o impedancji falowej: 

 c 300 75 150Z = × = W. 

 
Transformator � wier� falowy 

Wad�  opisanego rozwi� zanie jest to, � e zapewnia ono dopasowanie tylko dla jednej 
konkretnej d
ugo� ci fali l . Nale� y tak� e pami� ta�  o tym, � e wszystkie rozwa� ania 
przeprowadzone dla linii � wier� falowej dotycz�  wyidealizowanego przypadku linii 
bezstratnej. 
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Drugim stosowanym w przypadku anten sposobem dopasowania impedancji jest u� ycie 
p� tli pó
falowej . Jest ona przedstawiona na rysunku poni� ej:  

 
P� tla pó
falowa 

Linia pó
falowa dzia
a jak idealny transformator o przek
adni równej 1. Oznacza to, � e 
równa 150W impedancja lewej po
owy anteny jest transformowana na sam�  siebie. W ten 
sposób na zaciskach przewodu antenowego widziane s�  dwie po
� czone równolegle 
impedancje o warto� ci 150W ka� da - impedancja prawej po
owy anteny, do
� czonej 
bezpo� rednio do przewodu antenowego, oraz stransformowana impedancja lewej po
owy 
anteny. 

 

Rezystancja zast� pcza dwóch po
� czonych równolegle identycznych rezystorów jest 
równa po
owie ich rezystancji, a wi� c na zaciskach przewodu antenowego widziana jest 
impedancja 75W. W ten sposób impedancja anteny i przewodu s�  dopasowane do siebie. 

Dopasowanie to zachodzi jednak tylko przy takiej cz� stotliwo� ci, dla które zastosowana 
p� tla ma d
ugo��  równ�  po
owie fali. 
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Linie d
ugie znajduj�  zastosowanie tak� e w technice impulsowej. Pr� dko��  rozchodzenia 
si�  fali wzd
u�  linii d
ugiej w powietrzu jest bliska pr� dko� ci � wiat
a. Linie takie nie 
znajduj�  zastosowania w praktyce ze wzgl� du na zbyt du� e rozmiary linii potrzebne do 
uzyskania nawet niezbyt du� ych opó� nie�  impulsów. 

W technice impulsowej s�  stosowane tzw. sztuczne linie d
ugie , które s�  
wykorzystywane do opó� niania, kszta
towania i selekcji impulsów. Linie te maj�  
stosunkowo ma
e rozmiary. Pod wzgl� dem budowy sztuczne linie d
ugie dzieli si�  na linie 
jednorodne i linie 
a� cuchowe. 

Linie jednorodne s�  to linie d
ugie, skrócone np. przez zwini� cie w spiral�  jednego z 
przewodów. Za pomoc�  tych linii mo� na uzyska�  opó� nienie krótkotrwa
ych impulsów 
pr� du o setne cz�� ci ms na 1cm d
ugo� ci linii. Zalet�  linii jednorodnych jest mo� liwo��  
uzyskania p
ynnej regulacji opó� nienia impulsów np. przez przesuwanie styku � lizgowego 
wzd
u�  spiralnego uzwojenia linii. 

Linie 
a� cuchowe s�  to uk
ady z
o� one z kaskadowo po
� czonych ogniw LC w sposób 
przedstawiony na rysunku: 

 

Ka� de ogniwo jest filtrem dolnoprzepustowym, zbudowanym ze skupionych elementów L 
i C. Linie 
a� cuchowe daj�  opó� nienia od cz�� ci do kilkudziesi� ciu mikrosekund, ale w 
praktyce nie stosuje si�  linii 
a� cuchowych do opó� nienia wi� kszego ni�  10 - 20ms. 

Opó� nienie impulsu w linii 
a� cuchowej mo� na wyt
umaczy�  w nast� puj� cy sposób. Linia 

a� cuchowa jest wieloogniwowym filtrem dolnoprzepustowym. Pasmo przepustowe 
rozci� ga si�  od 0 do fg 

 g L L

L L

,
1

, : .
2�

f L C
L C

= - -
×

gdzie indukcyjno�� linii pojemno�� linii  
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Doprowadzony do wej� cia linii impuls pr� du mo� na roz
o� y�  na szereg sinusoid, z których 
ka� da w wyniku przej� cia przez filtr zostaje przesuni� ta w fazie o pewien, mniejszy od 
zera k� t. Z tego w
a� nie przesuni� cia fazowego wynika opó� niaj� ce dzia
anie linii d
ugiej. 
Trzeba jednak pami� ta�  o tym, � e przesuni� cia fazowe sinusoid o ró� nych 
cz� stotliwo� ciach s�  ró� ne.  
 
Dlatego impuls o szerokim widmie, (a do takich nale��  impulsy prostok� tne o stromych 
zboczach) po przej� ciu przez tak�  lini�  jest znacznie zniekszta
cony (zmniejsza si�  
nachylenie zboczy, pojawiaj�  si�  oscylacje przy wierzcho
ku). 
 
Prac�  linii mo� na poprawi�  przez wzajemne sprz�� enie cewek poszczególnych ogniw. 
Dzi� ki temu opó� nienie dla wszystkich cz� stotliwo� ci pasma staje si�  bardziej 
wyrównane. 
 
Czas przej� cia impulsu przez lini�  
a� cuchow�  t mo� na obliczy�  na podstawie wzoru: 
 

obc

obc

obc

, :

,

0,1 [H] ,

0,1 [F] ,

[s] ,

.

i

i

i

t n LC

n

L t Z
t

C
Z

t

Z

=

-

= × × -

= × -

-

-

gdzie

liczba ogniw

indukcyjno�� ogniwa

pojemno�� ogniwa

czas trwania impulsu

impedancja obci�� enia
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Dla cz� stotliwo� ci powy� ej 3 GHz budowa linii symetrycznych lub wspó
osiowych, w których 
nie powsta
yby szkodliwe drgania, jest bardzo trudna. Dlatego w zakresie tym jako prowadnice 
energii fal elektromagnetycznych stosowane s�  wy
� cznie falowody (linie falowodowe). 

S�  one wykonane w postaci metalowych rur, których wn� trze jest wype
nione dielektrykiem, 
najcz�� ciej powietrzem. Przekrój tych rur mo� e by�  prostok� tny lub ko
owy i dlatego falowody 
mo� na podzieli�  na falowody prostok� tne i falowody ko
owe (cylindryczne). Produkowane s�  
równie�  gi� tkie falowody o przekroju eliptycznym. 

W porównaniu z przewodami wspó
osiowymi falowody maj�  szereg istotnych zalet. Falowód o 
tych samych rozmiarach co przewód wspó
osiowy mo� e przenosi�  znacznie wi� ksz�  energi� . 
Ponadto brak wsporników przewodu wewn� trznego w tubie upraszcza konstrukcj� , zwi� ksza 
wytrzyma
o��  napi� ciow�  linii i zmniejsza prawdopodobie� stwo odbi� . 

Przy cz� stotliwo� ciach poni� ej 1,5 GHz falowody s�  stosowane rzadko, poniewa�  maj�  
znaczne rozmiary. Wynika to z tego, � e rozchodzenie si�  energii wzd
u�  falowodu jest mo� liwe 
tylko wtedy, gdy d
ugo��  fali jest mniejsza od pewnej warto� ci granicznej, charakterystycznej 
dla konkretnego falowodu. Falowody zachowuj�  si�  bowiem jak filtry górnoprzepustowe. 
Cz� stotliwo��  graniczna falowodów prostok� tnych zale� y od d
ugo� ci wi� kszego boku 
prostok� ta, a falowodów cylindrycznych - od � rednicy wewn� trznej cylindra. Dla falowodu 
prostok� tnego o wymiarach a x b (b > a) graniczna d
ugo��  fali jest równa l  = 2b. Oznacza to, 
� e falowód przepuszcza tylko fale krótsze od d
ugo� ci fali granicznej, czyli fale o cz� stotliwo� ci 
wi� kszej od pewnej cz� stotliwo� ci granicznej. 

Z kolei graniczna d
ugo��  fali falowodu cylindrycznego o � rednicy wewn� trznej r powinna by�  
mniejsza od 4pr, czyli podwójnej d
ugo� ci obwodu cylindra. Na przyk
ad falowód ko
owy o 
obwodzie d = 10 cm ma cz� stotliwo��  graniczn�  rz� du 1,5 GHz, a falowód o obwodzie 
d = 5cm ma cz� stotliwo��  graniczn�  3 GHz. 

Oprócz wspomnianego ju�  wykorzystania falowodów jako linii przesy
owych energii znajduj�  
one zastosowanie tak� e jako obwody rezonansowe (rezonatory wn� kowe), indukcyjno� ci, 
pojemno� ci, filtry, transformatory, itp. 

� ród
o energii elektrycznej lub odbiornik sprz� ga si�  z falowodem za pomoc�  specjalnej 
sondy, stanowi� cej np. wewn� trzny przewód linii wspó
osiowej, umieszczony w strza
ce pola 
elektrycznego lub p� tli sprz� gaj� cej, umieszczonej w strza
ce pola magnetycznego. 

Z kolei odcinki falowodów dopasowuje si�  wzajemnie za pomoc�  transformatorów 
� wier� falowych (podobnie jak w liniach d
ugich), specjalnych � rub stroikowych, strojników, itp. 

Bardzo ciekawa jest analiza zjawiska fizycznych zachodz� cych w falowodach, poniewa�  s�  
one zupe
nie inne ni�  w dotychczas rozwa� anych liniach przesy
owych, w których przewody 
by
y drogami przep
ywu pr� du elektrycznego. Przy falowodach poj� cia pr� du i napi� cia trac�  
swój dotychczasowy sens.  


